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Rappel sur l’IAG

Rappel 1 (Inégalité Arithmético-Géométrique - ♣).
Soit a1, . . . an des réels positifs ou nuls, on a

n
√
a1a2 · · · an ⩽

a1 + a2 + · · ·+ an
n

avec égalité si et seulement si tous les ai sont égaux.

Rappel 2 (IAG pondérée).
Soit a1, . . . an des réels ⩾ 0 et λ1, . . . λn ⩾ 0 tq λ1 + · · ·+ λn = 1, on a

aλ1
1 aλ2

2 · · · aλn
n ⩽ λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λnan.

Démonstration. On prouve ceci traditionnellement par l’inégalité de Jensen appliquée à la
fonction log, concave, mais ce n’est pas très élémentaire.
Alternativement, la première triche ici c’est que l’inégalité est homogène donc on va se dé-
barrasser du produit gênant en supposant que a1 · · · an = 1. La seconde astuce pour faire la
récurrence, c’est de d’exploiter le fait que l’inégalité est symétrique et donc que les ai puissent
être ordonnés.
INITIALISATION : a1 ⩾ 1 = a1.
HÉRÉDITÉ : Supposons que l’inégalité est vraie au rang n − 1. Soit a1, . . . , an tq a1 · · · an = 1
à quitte réordonner nos termes, on peut supposer que a1 = max1⩽i⩽n ai ⩾ 1 et a2 =
min1⩽i⩽n ai ⩽ 1 et ainsi

(a1 − 1)(a2 − 1) ⩽ 0 i.e. a1 + a2 − a1a2 ⩽ 1 (1)

Par ailleurs l’inégalité au rang n− 1 appliquée à la famille a1a2, a3, . . . , an donne

a1a2 + a3 + . . .+ an ⩽ n− 1 (2)

On conclut la récurrence en sommant (1) et (2).
Avec cette seconde preuve, on peut montrer la version pondérée en la montrant d’abord
pour des pondérations rationnelles puis pour toutes les pondérations avec des arguments de
passage à la limite.
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Présentation axiomatique de Cauchy-Schwarz

Définition 3.
Soit N ∈ N fixé dans cette partie. RN est l’ensemble des N -uplets de réels. Généralement, on
notera a le N -uplet (a1, . . . aN).
On note a+ b = (a1 + b1, . . . , aN + bN) et pour k un réel ka = (ka1, . . . , kaN).

Définition 4.
On prend de manière abstraite une certaine fonction a, b 7→ ⟨a, b⟩ qui prend deux N -uplets et
renvoie un réel qui a les propriétés suivantes :

1 ⟨a, b⟩ = ⟨b, a⟩.
2 pour k un réel ⟨ka, b⟩ = k⟨a, b⟩.
3 ⟨a+ a′, b⟩ = ⟨a, b⟩+ ⟨a′, b⟩.
4 pour a non-nul ⟨a, a⟩ > 0.

Définition 5.
Comme ⟨a, a⟩ ⩾ 0 on peut poser ||a|| =

√
⟨a, a⟩.

Lemme 6 (Cauchy-Schwartz, abstrait). Pour a et b des N -uplets,

⟨a, b⟩ ⩽ ||a|| · ||b||

avec égalité ssi il existe b = 0 ou s’il existe k ⩾ 0 tel que a = kb.

Démonstration. Si a ou b est nul (disons a) alors ⟨a, b⟩ = ⟨0a, b⟩ = 0⟨a, b⟩ = 0 et ||a|| = 0 ce qui
conclut. Sinon, cela revient à montrer (par 4.2) que pour α = 1

||a||a et β = 1
||b||b on a ⟨α, β⟩ ⩽ 1.

Posons p = ⟨α, β⟩. On a

⟨α− pβ, α− pβ⟩ = ||α||2 − 2p⟨α, β⟩+ p2||β||2 = 1− 2p2 + p2 = 1− p2

mais d’après 4.4 on a alors p2 ⩽ 1 avec égalité si et seulement si α = β, ce qui donne la
condition voulue. □

Lemme 7 (Cauchy-Schwarz concrètement).

a1b1 + · · · aNbN ⩽
»

a21 + · · · a2N
»

b21 + · · ·+ b2N

avec la même condition d’égalité sur a et b que précédemment.

Démonstration. En effet, a, b 7→ a1b1 + · · · + aNbN respecte les conditions donnée dans la
définition 4, ce qui donne donc 6. □

Lemme 8 (Les mauvais élèves / Titu - ♣). Pour a1, . . . , an des réels et b1, . . . , bn des réels
strictement positifs on a

(a1 + · · ·+ an)
2

b1 + · · ·+ bn
⩽

a21
b1

+ · · ·+ a2n
bn

Avec la même condition d’égalité que précédemment.

Démonstration. Il s’agit de Cauchy-Schwarz appliquée à
Å

ai√
bi

ãn
i=1

et
(√

bi
)n
i=1

□
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Exos

Exercice 1 (IAQ ♢)
Montrer que pour n ∈ N :

(a1 + · · ·+ an)
2 ⩽ n(a1 + · · ·+ a2N)

Exercice 2 (Grèce JBMO TST 2015 P1, ♢)
Soit x, y et z des réels strictement positifs, montrez que

(3x+ y)(3y + z)(3z + x) ⩾ 64xyz

et donnez les cas d’égalité.

Exercice 3 (♢)
Montrer que pour tous réels positifs x, y et z,

x2 + y4 + z6 ⩾ xy2 + y2z3 + xz3.

Exercice 4 (♢)
Soient a, b, c et d quatre réels strictement positifs tels que a+ b+ c+ d = 1. Montrer que

bcd

(1− a)2
+

acd

(1− b)2
+

abd

(1− c)2
+

abc

(1− d)2
⩽

1

9
.

Exercice 5 (♢)
Pour a, b, c positifs montrez que

2(a6 + b6 + c6) + a3b3 + b3c3 + c3a3 ⩾ 3(a4bc+ b4ca+ c4ab)

Exercice 6 (♢)
Soit x, y et z des réels positifs vérifiant x3y2z = 1. Quelle est la valeur minimale de x+2y+3z ?

Exercice 7 (Bout de Argentine P6 2022, ♢♢)
Pour x > 0 montrez que pour n < 100,

x2n + x2n−2 + · · ·+ 1 ⩾
Å
1 +

1

100

ã
(x2n−1 + x2n−3 + · · ·+ x).

Exercice 8 (♢♢)
Soit a, b, x, y et z des réels positifs. Montrer que

x

ay + bz
+

y

az + bx
+

z

ax+ by
⩾

3

a+ b
.
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Exercice 9 (Roumanie JBMO TST 2018 Set 1 P2, ♢♢)
Soit a, b, c des réels tels que a2 + b2 + c2 = 3, montrez que

1

a
+

3

b
+

5

c
⩾ 4a2 + 3b2 + 2c2.

Exercice 10 (Milne, ♢♢)
Montrez que pour a, b, c, d > 0 on a

ac

a+ c
+

bd

b+ d
⩽

(a+ b)(c+ d)

a+ b+ c+ d
.

Exercice 11 (IMO 2023 P4, ♢♢♢)
Soit x1, x2 . . . , x2023 des réels positifs deux à deux distincts et a1, . . . , a2023 des entiers tels que

an =

 
(x1 + x2 + · · ·+ xn)

Å
1

x1

+
1

x2

+ · · ·+ 1

xn

ã
.

Montrez que a2023 ⩾ 3034.

Exercice 12 (♢♢♢)
Trouver le minimum de Å

a

c
+

b

a
+

c

b

ã
·
Å

ab

a+ b
+

ac

c+ a
+

bc

c+ b

ã
avec a, b, c des réels tels que abc = 1.
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Solutions

Ce td s’inspire de celui que j’ai donné avec Lucile Cloup au stage de Valbonne 2024 au
groupe C.
Solution de l’exercice 1
C’est CS appliquée à (a1, . . . , an) et (1, . . . , 1).

Solution de l’exercice 2
Par l’IAG, 3x+ y ⩾ 4x

3
4y

1
4 , d’où l’inégalité voulue en multipliant, avec égalité ssi x = y = z.

Solution de l’exercice 3
On utilise le lemme du tourniquet, pour a, b, c réels a2 + b2 + c2 ⩾ ab+ bc+ ca , car

a2 + b2 + c2 − ac− bc− ba =
1

2
[(a− b)2 + (a− c)2 + (b− c)2] ⩾ 0.

Ici a = x, b = y2 et c = z3.

Solution de l’exercice 4
On applique l’IAG au numérateur,

bcd

(1− a)2
+

acd

(1− b)2
+

abd

(1− c)2
+

abc

(1− d)2

⩽
(b+ c+ d)3

27(b+ c+ d)2
+

(a+ c+ d)3

27(a+ c+ d)2
+

(a+ b+ d)3

27(a+ b+ d)2
+

(a+ b+ c)3

27(a+ b+ c)2

=
1

27
(3(a+ b+ c+ d)) =

1

9
.

Solution de l’exercice 5
On a a6 + a6 + b3c3 ⩾ 3a4bc par IAG, puis il suffit de sommer pour avoir l’inégalité.

Solution de l’exercice 6
On cherche à appliquer l’IAG donc on réécrit l’expression en

x+ 2y + 3z =
x

3
+

x

3
+

x

3
+ y + y + 3z ⩾ 6

6

…
x3y2z

9
= 6

6

…
1

9
.

Il est important de vérifier que le minimun est atteignable, il y a égalité pour l’IAG si

x

3
= y = 3z =

6

…
1

9
.

Solution de l’exercice 7
On a par l’IAG x2k+2 + x2k ⩾ 2x2k+1 d’une part, c’est-à-dire

x2n

2
+ x2n−2 + · · ·+ x2 +

1

2
⩾ x2n−1 + · · ·+ x

et d’autre part 2k+1
2n

x2n + 2n−2k+1
2n

⩾ x2k+1 donc x2n + 1 ⩾ x2k+1 + x2n−2k−1 donc en sommant

x2n

2
+

1

2
⩾

1

n
(x2n−1 + x2n−3 + · · ·+ x)
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Donc en sommant tout on obtient bien l’inégalité souhaitée.

Solution de l’exercice 8
On veut faire apparaitre des carrés aux numérateurs pour appliquer les mauvais élèves. L’in-
égalité devient

x2

ayx+ bzx
+

y2

ayz + bxy
+

z2

azx+ bzy
⩾

(x+ y + z)2

(a+ b)(xy + yz + xz)

=
x2 + y2 + z2 + 2xy + 2yz + 2xz

(a+ b)(xz + zy + yx)

⩾
3(xy + yz + xz)

(a+ b)(xy + yz + zx)

=
3

a+ b
.

Solution de l’exercice 9
En appliquant l’IAG sur chacun des termes puis uniquement sur 3

3√
abc

on aÅ
1

a
+

1

b
+

1

c

ã
+

Å
1

b
+

1

b
+ b2
ã
+ 2

Å
1

c
+

1

c
+ c2
ã
⩾

3
3
√
abc

+ 3 + 6

⩾ 12

= 4(a2 + b2 + c2)

D’où l’inégalité, avec cas d’égalité quand a = b = c = 1.

Solution de l’exercice 10
Tout développer puis faire apparaître des carrés fonctionne. Plus élégant est de poser u =
a+c
2
, x = b+d

2
, v = a−c

2
, y = b−d

2
pour obtenir par les mauvais élèves (on a bien x et u > 0)

ac

a+ c
+

bd

b+ d
=

u2 − v2

2u
+

x2 − y2

2x
=

u+ x

2
−
Å
v2

2u
+

y2

2x

ã
⩽

u+ x

2
− (v + y)2

2(u+ x)
=

(u− v + x− y)(u+ v + x+ y)

2(u+ x)

=
(a+ b)(c+ d)

a+ b+ c+ d
.

Solution de l’exercice 11
Il ne faut pas avoir peur du fait que an soit entier, cela permet le plus souvent de passer
d’une égalité stricte à une meilleure inégalité large. Par ailleurs, c’est le genre d’exo où il est
plus que pratique d’essayer de deviner ce qu’il faut prouver grâce aux données numériques
de l’énoncé. Bref, on remarque que a1 = 1 et 3034 = 3 × 2022

2
+ 1, et alors il est assez naturel

de vouloir prouver que an+2 ⩾ an + 3.

Par C.-S. appliquée à (
√
x1 + · · ·+ xn,

√
xn+1 + xn+2) et (

»
1
x1

+ · · ·+ 1
xn
,
»

1
xn+1

+ 1
xn+2

)puis
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l’IAG

an+2 =

 
(x1 + x2 + · · ·+ xn+2)

Å
1

x1

+
1

x2

+ · · ·+ 1

xn+2

ã
⩾

 
(x1 + x2 + · · ·+ xn)

Å
1

x1

+
1

x2

+ · · ·+ 1

xn

ã
+

 
(xn+1 + xn+2)

Å
1

xn+1

+
1

xn+2

ã
= an +

…
2 +

xn+1

xn+2

+
xn+2

xn+1

> an + 2

la dernière inégalité étant stricte car xn+1 ̸= xn+2. Comme an+2 et an sont des entiers, on
obtient alors an+2 ⩾ an + 3, ce qui conclut.

Solution de l’exercice 12

— On commence par montrer que

a

c
+

b

a
+

c

b
⩾ a+ b+ c

en effet,

1

3

(a
c
+

a

c
+

c

b

)
+

1

3

Å
b

a
+

b

a
+

a

c

ã
+

1

3

Å
c

b
+

c

b
+

b

a

ã
⩾

3

…
a2

cb
+

3

…
b2

ca
+

3

…
c2

ab
= a+ b+ c

avec l’IAG et le fait que a2 = 1
bc

.

— Or

1

2
((a+ b) + (a+ c) + (c+ b)) ·

Å
ab

a+ b
+

ac

c+ a
+

bc

c+ b

ã
⩾

9

2
3

 
(a+ b)(c+ b)(a+ c) · ( ab

a+ b
· ac

c+ a
· bc

c+ b
)

=
9

2

avec 2 IAG.

— on a égalité si
a

c
=

b

a
=

c

b
, donc a = b = c = 1, et en effet pour ces valeurs le minimum

est atteint.
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