Manipulations algébriques et raisonnement

Théo Lenoir

1 Factorisation

Exercice 1 Montrer que si n est un entier vérifiant n > 2, 4n? — 1 n’est pas premier.

Exercice 2 Factoriser a? + 4b*

Exercice 3 Déterminer tous les couples (a, b) d’entiers strictement positifs tels que ab —a —b = 12.
Exercice 4 Factoriser a* — b?.

Exercice 5 Soit n un entier tel que n > 2. Montrer que n* +n? + 1 n’est pas premier.

Exercice 6 Soit x un réel strictement positif tel que x + £ = 1/2020. Que vaut x* + % ?

Exercice 7 Quels sont les entiers k tels que pour tout réels a, b, c,

(a+b+c)(ab+bc+ca)+kabe = (a+b)(b+c)(c+ a)

Exercice 8 Soit a et b deux réels tels que a+b = 7 et ab = 3. Que vaut a®+b?? On ne cherchera pas a exprimer
aetb.

Exercice 9 Soit a et b des réels positifs tels que 1 + H% =1, montrer que a® + b = a +b.

Exercice 10 Déterminer les triplets de réels (a, b, c) tels que a(b? + ¢) = c(c + ab), b(c* + a) = a(a + be) et
c(a®+1b) =b(b + ac)

2 Viete
Exercice 11 Montrer la propriété suivante : soit a,b,c,d quatre réels. Si a +b = ¢ + d et ab = cd, alors
(a,b) = (c,d) ou (a,b) = (d, c). On pourra calculer pour x un réel quelconque (x —c)(x — d)

Exercice 12 Montrer la propriété suivante : soit a, b, c,d, e, fsixréels. Sia+b+c=d+e+f,ab+bc+ac =
de + ef + df, abc = def alors a permutation prés (a,b,c) = (d, e, f).

Exercice 13 Déterminer les réels non nuls x tels que x + 1 = 2.
Exercice 14 Déterminer tous les triplets de réels (a, b, c¢) qui vérifient le systeme d’équations suivant :

1 1 1 1 1 1
at+b+c=—+=-+-et a®+b’+c’= =+ =+ -
+b+ a+b+c +b°+ a2+b2+c2

3 Maximum

Exercice 15 Déterminer tous les triplets (x,y,z) de réels positifs tels que x = /2y +3,y = v2z+3 etz =
V2x + 3.

Exercice 16 Déterminer tous les triplets de réels (a,b,c) tels que a(a —1) = b—1,b(b—1) = c—1et
clc—1)=a—-1

Exercice 17 Déterminer tous les triplets (a, b, c) de réels strictement positifs tels que av'b—c = a,by/c—a = b,

cv/a—b=c.
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