
Inégalités
Groupe B

Gabriel

Feuille de route

— Les exos sont assez difficiles pour le groupe B, si vous en réussissez quelques-uns je serai fier de
vous. N’hésitez pas à demander des indices.

— Si vous galérez sur tous les exos de difficulté ♢→ passez en groupe A.

— Si vous réussissez rapidement deux exos de difficulté ♢♢→ passez en groupe C ou D.

— Signalez moi en message privé si vous commencez un exo de difficulté ♢♢.

Exos

Exercice 1 (♢)
Montrer que pour n ∈ N :

(a1 + · · ·+ an)
2 ⩽ n(a1 + · · ·+ a2N )

Exercice 2 (♢)
Soit x, y et z des réels strictement positifs, montrez que

(3x+ y)(3y + z)(3z + x) ⩾ 64xyz

et donnez les cas d’égalité.

Exercice 3 (♢)
Montrer que pour tous réels positifs x, y et z,

x2 + y4 + z6 ⩾ xy2 + y2z3 + xz3.

Exercice 4 (♢)
Soient a, b, c et d quatre réels strictement positifs tels que a+ b+ c+ d = 1. Montrer que

bcd

(1− a)2
+

acd

(1− b)2
+

abd

(1− c)2
+

abc

(1− d)2
⩽

1

9
.

Exercice 5 (♢)
Pour a, b, c positifs montrez que

2(a6 + b6 + c6) + a3b3 + b3c3 + c3a3 ⩾ 3(a4bc+ b4ca+ c4ab)

Exercice 6 (♢)
Soit x, y et z des réels positifs vérifiant x3y2z = 1. Quelle est la valeur minimale de x+ 2y + 3z ?



Exercice 7 (♢♢)
Pour x > 0 montrez que pour n < 100,

x2n + x2n−2 + · · ·+ 1 ⩾
Å
1 +

1

100

ã
(x2n−1 + x2n−3 + · · ·+ x).

Exercice 8 (♢♢)
Soit a, b, x, y et z des réels positifs. Montrer que

x

ay + bz
+

y

az + bx
+

z

ax+ by
⩾

3

a+ b
.

Exercice 9 (♢♢)
Soit a, b, c des réels tels que a2 + b2 + c2 = 3, montrez que

1

a
+

3

b
+

5

c
⩾ 4a2 + 3b2 + 2c2.

Exercice 10 (♢♢)
Montrez que pour a, b, c, d > 0 on a

ac

a+ c
+

bd

b+ d
⩽

(a+ b)(c+ d)

a+ b+ c+ d
.

Exercice 11 (♢♢♢)
Soit x1, x2 . . . , x2023 des réels positifs deux à deux distincts et a1, . . . , a2023 des entiers tels que

an =

 
(x1 + x2 + · · ·+ xn)

Å
1

x1
+

1

x2
+ · · ·+ 1

xn

ã
.

Montrez que a2023 ⩾ 3034.

Exercice 12 (♢♢♢)
Trouver le minimum de Å

a

c
+

b

a
+

c

b

ã
·
Å

ab

a+ b
+

ac

c+ a
+

bc

c+ b

ã
avec a, b, c des réels tels que abc = 1.
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