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POLYNOMES REELS

Les polynomes sont des objets que 1’on rencontre assez fréquemment en olympiades qui
permettent une grande variété de points de vue. Leur grande particularité est leur caractere
rigide que 'on retrouvera dans de nombreux exercices : ils sont entierement déterminés par
quelques informations.

On apprendra par exemple a travers ce cours a penser a un polyndme comme :
— Une suite de coefficients,
— Un ensemble de racines,
— Un ensemble fini de points,

— Une fonction en la variable z.

On va essentiellement se limiter a 'étude des polyndmes sur les réels : il y aurait beaucoup
de choses intéressantes a dire avec les nombres complexes mais ¢a sera pour une autre fois.
On pourrait également aborder toutes les propriétés arithmétiques des polyndomes mais ce
serait s’éloigner du sujet.

Factorisation

Comme sur les entiers on peut naturellement définir une division euclidienne sur les po-
lyndmes.

Théoreme 1 (Division euclidienne). Soit A, B € R[X]. Il existe d’'uniques polyndémes @), R €
R[X] tels que
A=BQ+R,

avec deg R < deg B.
Démonstration. On remarque qu’on peut tuer le monéme dominant de A en lui enlevant un
multiple de B approprié, puis on itere...

O
Un premier exemple de rigidité des polyndmes provient alors du théoréme suivant.

Théoreme 2 (Factorisation). Soit P un polynome a coefficients réels et o un réel tel que P(«) =
0. I1 existe un polyndome () tel que
P=(X-a)Q.

Démonstration. On écrit la division euclidienne de P par X — « : il existe deux polynomes
Q), R € R[X] avec R constant tels que

P=(X—-a)Q+R.

En évaluanten o :
R(a) = 0.

On sait que R est constant donc c’est le polyndéme nul et ainsi P = (X — a)Q.
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En itérant ce fait on en déduit que si a1, as, . . ., ag sont des racines de P on peut écrire
P=(X—-ap)...(X —yQ,

pour un polyndme (). En particulier en identifiant les degrés dans cette égalité on trouve que
d < deg P : un polyndme a moins de racine que son degré.

On en déduit immédiatement le lemme important suivant, tres pratique.
Théoréme 3. Deux polyndmes égaux en une infinité de points sont égaux.

Démonstration. Soit P et () deux polyndmes égaux en une infinité de points. Le polyndme
P — Q a ainsi une infinité de racines donc ¢a doit étre le polyndme nul : P = Q).
O

Voyons comment le mettre en pratique.

Exemple 4. Déterminer tous les polynomes P € R[X] tels que P(0) = 0 et
P(X?+1)=P(X)?+1.

On nous donne que P(0) = 0, ce qui nous incite a chercher d’autres valeurs de P. On
obtient en tatonnant que P(1) = P(1+ 0%) = P(0)? + 1 = 1, puis similairement que P(2) = 2.

On remarque qu’on peut itérer le processus précédent : on construit ainsi une suite
(2 )nen telle qu’on ait toujours P(x,) = z,. Pour cela on se donne zy = 0, et pour n > 0 on
prend z,,,; = 22 + 1.

Cette suite tend clairement vers +oo donc on a P(z) = z pour une infinité de valeurs de
x: P = X d’apres le résultat précédent. Réciproquement c’est bien une solution, il s’agit
donc de la seule.

On présente maintenant une deuxieme application dans laquelle il s’agit de manipuler
astucieusement 1’énoncé avant d’utiliser le théoreme de factorisation.

Exemple 5 (USAMO 1975 P3). Soit P un polyndme de degré n a coefficients réels tel que
P(k) = 2 pour k = 0,1,...,n. Calculer P(n +1).

Ce deuxieme exemple est assez astucieux et peu naturel pour le moment mais il a I'avan-
tage d’étre assez instructif. L'idée est d’introduire le polynéme

Q(z) = (¢ + 1)P(a) - .

On sait que @) est de degré n + 1 et par hypothese s’annule en 0,1,...,n. On a trouvé n + 1
racines a un polyndme de degré n + 1 donc on peut le factoriser completement :

Q=AX(X-1)...(X —n),

pour un réel \.
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On veut déterminer \; pour cela il nous faudrait une information supplémentaire. Il se
trouve qu’on a déja utilisé toutes les informations de 1"énoncé, notre seule espoir proviendrait
donc de la définition de Q). En 1’occurence on se rend compte que Q)(—1) = 1, ce qui force

B (_1)n+1
(1)
On a ainsi
Qn+1) = A x (n+1)! = (—1)™,
et donc 1y
—1)" +n+1
P 1) = .
(n+1) n+ 2
Exercice 1
Soit P un polyndme de degré n a coefficients réels tel que P(k) = 1 pour k =1,2,...,n+ 1.
Que vaut P(0)?

Exercice 2 (Canada 1970)

Soit P un polynome a coefficients entiers. On suppose qu'il existe des entiers deux a deux
distincts a, b, ¢ et d tels que P(a) = P(b) = P(c) = P(d) = 5. Montrer qu’il n’existe pas
d’entier & tel que P(k) = 8.

Exercice 3 (Hongrie 1975)
Soit P un polyndme unitaire de degré n a coefficients positifs et admettant n racines réelles.
On suppose que P(0) = 1, montrer que P(2) > 3.
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Interpolation de Lagrange

Revenons un instant sur le probléeme 3 de 'USAMO 1975. En connaissant un polynome
en les réels 0, 1, ..., n on a pu retrouver la donnée de P(n + 1).

On peut se demander si ce n’était qu'une simple coincidence, et sinon comment généra-
liser. On se donne ainsi une liste de points (a;,b1), (a2, bs), ..., (ax, by) et on cherche un poly-
noéme qui les interpole :

Vi € ﬂl,kﬂ, P(al) = bz
Graphiquement cela revient a trouver une courbe polynomiale qui passe par des points
prescrits.

Telle quelle la question est en fait trop peu précise : on peut imaginer des polyndomes
arbitrairement complexes qui passent par ces points; on va ainsi devoir dans un premier
temps restreindre les possibilités, par exemple en limitant le degré de P.

Théoréme 6 (Interpolation de Lagrange). Soit a,, . .. , ar4+1 des réels distincts et by, . . ., by41 des
réels quelconques. Il existe un unique polyndéme P de degré plus petit que k tel que

Vie[lk+1], Pla)=b.

Démonstration. On peut commencer par prouver l'unicité. Soit P et () deux tels polynomes;
par hypothése on a:

On en déduit que le polynome P — () s’annule en a4, as, ..., a1 C'est un polyndome de
degré inférieur a d donc ce doit étre le polynome nul : P = Q).

On veut maintenant prouver l’existence. On va commencer par résoudre un probleme
légerement plus simple : peut-on construire un polynéme L tel que
L(al) =1et Vi€ [[2, k + 1]], L(al) =0.
La deuxieéme condition impliquerait qu’on peut en fait écrire pour () € R[X] :

L=(X—-as)...(X —ap1)Q-

1
a1—a2)...(a1—ap41

On veut alors simplement L(as) = 1, soit Q(a1) =
prendre () constant égal a cette valeur!

7 le plus simple est alors de

Okay donc maintenant on va considérer astucieusement des polynémes L1, Lo, ..., Lji1
tels que L; vaut 1 en q; et 0 ailleurs pouri =1,2,...,k + 1.

On considere maintenant le polynéme

k+1

P(X) = biLi(X).

On sait facilement calculer ce polynéme en un a; donné! Tous les termes de la somme s’an-
nulent sauf celui en i = j donc P(a;) = b;L;(a;) = b; pour j =1,2,...,k+ 1! Onarésolu le
probleme. O

4
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Remarque 7.
On a donc la formule plus explicite suivante pour le polynéme interpolateur :

k+1
=Sl —
=1 j#i J

Ce théoréeme est en fait tres puissant : donnons nous un polyndéme P de de-
gré n ainsi que n + 1 réels distincts a;,...,a,41. On sait que P interpole les points
(a1, P(ay)), ... (ant1, P(ans1)) et comme il y en a n + 1, c’est 'unique polyndme de degré < n
a faire ceci.

On en déduit que P est défini uniquement par la donnée de n + 1 de ses valeurs, et qu’en
particulier on peut écrire :

On peut s’essayer a résoudre notre probleme d’"USAMO avec ces nouveaux outils. On va tres
vite se rendre compte que ce n’est pas forcément le meilleur exemple d’utilisation de l'inter-
polation de Lagrange. Ca aura 1’avantage de marcher (par définition!), mais en contrepartie
les calculs seront assez lourds et astucieux. Je vous invite ainsi a ne pas forcément chercher a
tous les comprendre dans un premier temps.

Exemple 8 (USAMO 1975 P3). Soit P un polyndme de degré n a coefficients réels tel que
Vk € [0,n], P(k)= 5. Que vaut P(n+1)?
On peut écrire que

P(X) = H

k=0 i#k

et donc

n

n+1—j

Ok 13# k—

Pn+1)=

Essayons d’abord de simplifier chacun des produits [, ";ij‘ﬂ . En haut on va faire le produit

den + 1a1en excluant le terme en n + 1 — k£ donc le numérateur se simplifie en

(n+ 1!
n+1—k

En bas on va faire le produit de £ a 1 puis de —1 a k£ — n donc finalement cela donne £! x (n —
k) x (=1)""*. Alinsi :

n+1-j e (DL arfm+1
1 Y kk:!(n+1—k:)!_(_1) k( k )

J7#k
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On en déduit que

Pin+1) Zk+1 n}ii}‘]
-¥ k%l(—l)”-k (" N 1)
- () e
() (1)
:S:);<_(”T1>—<";1)+2(”;1>+2<n§1)—3(”§1)_...+(—1)”n>

_ S;i); (0 + Z ’“(n N 1) + (—1)%)

= E:); (=1 —1—(=1)""" + (=1)"n)
e e EAGIUESY)

o onA 14 (=)

B n+2

Quelle legon tirer de cet exemple?

— La formule explicite d’interpolation de Lagrange permet d’excellents exercices de ma-
nipulations de coefficients binomiaux pour les profs de prepa,

— La formule explicite d’interpolation de Lagrange génere souvent des calculs lourds et
doit en pratique étre utilisée avec soin.

On retiendra donc souvent plutdt sous le nom d’interpolation de Lagrange 1'idée que par
n + 1 points passe un unique polyndme de degré n; et quun polynéme de degré n est défini
par n + 1 de ses valeurs. On pourra alors occasionnellement utiliser la formule explicite, une
fois qu’on sait pourquoi et comment on veut l'utiliser.

Exercice 4
Soit P un polynome a coefficients réels tel que si ¢ est rationnel, P(q) I'est aussi. Montrer que
P est a coefficients rationnels.

Exercice 5
Soit ay, ..., a; des réels distincts et by, ..., by des réels. Décrire explicitement 1’ensemble des
polyndmes P € R[X] tels que

Vi € [[].,kﬂ, P(CLZ> = bz

Exercice 6 (OFM 2024 P1)
Soient d et m deux entiers strictement positifs fixés. Pinocchio et Geppetto connaissent les

valeurs de d et m, et jouent au jeu suivant. Tout d’abord, Pinocchio choisit un polynéme P de

6
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degré au plus d a coefficients dans Z. Ensuite, Geppetto lui pose des questions de la forme «
Quelle est la valeur de P(n)? », out n € Z. Pinocchio dit habituellement la vérité, mais il peut
mentir jusqu’a m fois.

Quel est, en fonction de d et m, le nombre minimal de questions que Geppetto devra poser
pour étre stir de pouvoir déterminer P quelles que soient les réponses de Pinocchio?
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Asymptotique

Jusqu’a maintenant on a considéré les polyndomes comme des objets abstraits, que 1'on
peut factoriser, interpoler, etc... Ici on s’intéressera plutot a leurs propriétés "graphiques"” et
a leur comportement en tant que fonctions en x. On écrira par la suite f > g pour signifier
que f esten ordre de grandeur beaucoup plus grand que g; typiquement 10° >> 1 et —10° > 1.

On se fixe un polyndme
P(X)=a, X"+ -+ a1 X + ap.

Intuitivement on peut découper le comportement de P sur I’axe réel en deux parties.
— Pour |[X| > 1 ontend a avoir X" > X" 1> ... > X > qq.

On a donc envie de dire que a un moment, pour X assez grand, P vaudra essentiellement
son mondme dominant : P(X) =~ a,X". On peut essayer de formaliser ce que 1’on vient de
dire.

Théoreme 9. Soit P = a, X" +- - -+ a1 X +ay un polyndme a coefficients réels et ¢ > 0. Il existe
N tel que:
Ve > N, (a, —e€)x" < P(x) < (a, +€)x".

Démonstration. On remarque que :

P(x Ay a

Vo € R*,

Quand on prend z tres grand les termes du membre de droite autre que a,, tendent vers 0 : ils
deviennent arbitrairement petits. A un moment leur somme sera donc comprise entre —e et
+¢, d’ot1 la conclusion.
O
Cette preuve et ce résultat sont essentiellement peu utiles (et se retrouvent sans pro-
blémes) mais permettent de mettre en avant I'aspect mathématique derriere 'intuition des
ordres de grandeur qu’on avait en téte.

— Pour 1> |X|on tend a avoir qp > X > X?--. > X"

1 .
105 Effectivement

= 0,01 est trés petit, mais quand méme 100 fois plus grand que () = 0,0001 qui est

C’est peut-étre moins intuitif; pour s’en convaincre prenons X

1
m .
encore plus petit.

Ici c’est moins clair de savoir quoi faire de ce constat : on voudrait bien approximer
comme précédemment P par ay au voisinage de 0 mais ¢a semble peu intéressant. Effecti-
vement les polynémes X? + 1 et 100X + 1 valent tous les deux 1 en 0 tandis que le premier
plonge vraiment plus vite que le second (cf. geogebra)...

Ainsi on devra adapter la qualité de nos approximations en fonction de ce dont on a

besoin; on utilisera donc parfois que P(x) ~ ag + a; X, plus rarement que P(X) ~ ag+a; X +
as X 2. L'important est surtout d’avoir ces ordres de grandeur en téte!

8
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Exemple 10 (A1 2020). Soit N = 2" pour un entier n > 1. Trouver le plus petit réel a,, tel que

2N 1
Vz e R, N\/x 2+ <ap(r — 1)+ .

On remarque tout d’abord qu’on a égalité en x = 1. On va donc avoir intérét a s’intéresser
a ce qu’il se passe au voisinage de 1 : il faut choisir a,, de sorte a ce que les courbes corres-
pondant aux fonctions a droite et a gauche soient tangentes en + = 1 pour espérer garantir
I'inégalité.

Avant toute chose on passe a la puissance N des deux cOtés :

2

Idéalement on voudrait quantifier I'ordre de grandeur de chacun des deux cotés de cette
inégalité au voisinage de 1 pour obtenir quelque chose d’intéressant. On n’a pas vu comment
étudier un polynéme P au voisinage de 1 : on va ainsi considérer Q(z) = P(z — 1) et se
ramener a étudier () au voisinage de 0.

< (an(z — 1)+ 2)7.

On regarde ainsi le polynome
(z+ 1) +1
2

au voisinage de 0. Pour cela on cherche a connaitre ses premiers termes, on procede par
étapes.

S(z) = (a2 + 2+ 1)N —

A droite on garde les termes de degré < 2:

(e+1)N 41 S (e +1 N@N - 12>+ 2Nz +2
= = +2° P (),
2 2 2
pour un polyndme P;. On procéde de méme a gauche de sorte que
N(N -1
(an2® + 2z +1)N =14+ Na + (Nan + %) 22+ 2* Py(x),
pour un polynéme F». On a donc:
N(N —1 N@2N -1
S($)—<Nan—|— ( 5 ) _ M 5 )>x2+x3P3(:c),

pour un polynéme P; (P; = P, + P»). On veut que S soit toujours positif; il faut donc en
particulier que son coefficient devant z* (qui est son monome de plus petit degré) soit positif
et ainsi que
N(N—-1) _ N(2N —1)
> ;

2 2
soit a,, > % On montre alors par récurrence que a,, = % fonctionne en effet mais je vous
passe les détails comme ce n’est pas la partie du probleme qui m’intéressait.

Na,, +

On conclut cette partie en énongant un autre fait assez intuitif.
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Théoreme 11 (Théoreme de Rolle). Soit a < b deux réels tel que P(a) et P(b) soient de signe
différents. Il existe t € [a, b] tel que P(t) = 0.

Ainsi la plupart des exercices du type "Montrer que tel polyndme n’a pas de racine réelle”
seront souvent des exercices d'inégalités cachées : on veut en fait montrer que le polyndme
concerné est de signe constant. Ce sera en particulier peine perdue pour les polyndmes de
degré impair, comme le montre 'exemple suivant.

Exemple 12. Montrer qu'un polyndme de degré impair a au moins une racine réelle.

Ecrivons P(X) = a, X" + - - - + a1.X + a¢ avec n impair. Quitte a considérer plutdt —P, ce
qui ne changera rien au résultat, on peut supposer que a,, est strictement positif.

Enx~+4+occoona:

P(x) ~ a,z".

Ainsi P va étre ultimement positif pour des valeurs trés grandes. En z ~ —ocoon a:

P(x) =~ ap,a™.

Ainsi P va étre ultimement négatif pour des valeurs trés grandes. On en déduit qu'il existe
deux réels a < b tels que P(a) < 0 et P(b) > 0; on conclut par Rolle.
Ot a-t-on utilisée I'hypothese n impair ?

Exercice 7
Montrer qu’il n’existe pas de polynome P € R[X] tel que

Vo € RT, P(x)=+x.

Exercice 8
Montrer qu’il n’existe pas de polynome P € R[X] tel que

1
VneN, P(n)=1+>4- -+ —.
neN, P(n) +4+ +n2

Exercice 9

Soit P un polyndme unitaire a coefficients entiers et () un polyndme a coefficients entiers. On
suppose qu’il existe une infinité d’entiers n tels que

P(n) | Q(n).
Montrer qu’il existe un polynéme R € Z[X] tel que Q) = PR.

10
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Différences finies

Soit P un polyndme de degré n. On a vu dans le chapitre asymptotique que globalement
P ~ X™: P est tres grand. Parfois, on souhaitera réduire ce gap, on sera donc amené a définir
d’autres quantités telles que le pas Q(z) = P(x + 1) — P(x), plus petit.

Essayons cela : étant donné un polynome P de degré n et de coefficient dominant a,, on
définit le polyndme AP = P(zx + 1) — P(x); c’est la premiere différence finie de P. On peut
remarquer que :

— Le polyndome AP est de degrén — 1,
— Le coefficient dominant de () vaut na,,

— Si P est a valeurs entieres alors AP aussi.

Les différences finies permettent donc d’abaisser le degré d'un polynome, et donc
de le rendre plus appréhendable. On peut alors généraliser le processus et noter
AP = A(AQ) = Pz +2) — 2P(z + 1) + P(z) la deuxiéme différence finie de P, et
ainsi de suite.

On montre dés lors sans trop de problémes que pour k € N :

]

k
Ak
(A*P)(X) = Z(—w( ,)P(X +1).
On sait que 'application A diminue le degré donc A" P doit étre le polynéme nul :

vz € R, i(—ni(” * 1)P(m i) =0.

?

Cette formule n’est pas du tout intuitive! Elle illustre cependant que méme si un polynéme
est tres grand asymptotiquement, des termes consécutifs vont se compenser.

Exemple 13 (BMO A4 2021). Soit f et g des fonctions de N* dans N*. Théo se déplace sur une
grille d’entiers. Sa position initiale est (x¢, y), et pour chaque n > 1 elle saute de f(n) dans
une direction et de g(n) dans 'autre direction, dans un sens ou dans l'autre :

(@, Yn) = (Tn-1,yn1) = (£ (n), £g(n)) ou (£g(n), £f(n)).
Il y a en particulier 8 sauts possibles. Théo peut-il toujours repasser par (0, 0) une infinité de
fois si
— fetgsontdans Z[X]?
— f et g sont des fonctions quelconques?

La deuxieme question a l’air plus simple que la premiere, on y répond donc en pre-
mier. On va montrer avec deux constructions différentes que la réponse est non; on fixe g = 0.

Parité : On pose f(1) = 1 et f(n) = 0 pour n > 2. On montre alors par récurrence
immédiate que Théo se proméne sur des points dont la premiere coordonnée est impaire : il

11
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ne reviendra jamais en (0, 0).

Taille : On pose f(n) = 3" pour n > 1. On montre avec Bernoulli que
n—1 1
+3*] < = x 3"
y; | <5 x

Autrement dit, la fonction f ainsi construite croit beaucoup trop vite pour que des sommes
partielles puissent se compenser : Théo ne reviendra jamais en (0, 0).

Voyons maintenant la premiere question. On considere le cas ol1 ¢ = 0 pour se faire une
intuition.

On remarque que les deux contre-exemple précédemment fournis ne s’appliquent plus :
ce ne sont pas des polyndmes. Justement, on sait méme qu’une idée de taille comme précé-
demment ne pourra aboutir comme une somme de la forme

puisse s’annuler si on s’y prend bien. On va pour cela s’inspirer de la méthode des différences
finies et abaisser progressivement le degré de f.

On pose d’abord f;(z) = f(z+1)— f(z). On remarque qu'on n’a pas intérét a poser ensuite
fa(z) = fi(x +1) — fi(z) car dans ce cas fa(z) = f(x +2) —2f(z + 1) + f(x) et on a 2 fois le
terme f(z + 1). On essaye donc plutot de poser fo(x) = fi(x +2) — fi(x), ce qui donne

fa(x) = f(x+3) = flx+2) = fle+1) + f(2).

Tout va bien! On itere en posant a 'étape i : f;11(z) = fi(z + 2) — f;(x). On montre sans trop
de problémes que :

211
VieN, fi(z)=) af(z+k),
k=0
avec €, €2,...,€_1 € {—1,1}. On sait que pour i > deg f on doit avoir f; = 0. En écrivant

cette égalité en x = 1 avec les ¢; correspondant on parvient a faire revenir Théo une fois a
l'origine. On peut alors le faire revenir infiniment souvent, et de généraliser ensuite au cas ou

g #0.

Exercice 10 (ELMO 2018 N1)
Soit n € N*. Déterminer tous les ensembles S = {ay,...,a,} consistant de n entiers naturels
tels que a; ... a, divise (x + a4) ... (z + a,) pour tout entier .

12
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Quelques exercices de plus

Exercice 11
Trouver tous les polyndmes P € R[X] tels que P(2z) = P(x) pour tout z € R.

Exercice 12
Soit P un polynome a coefficients entiers. Soit a, b € Z, montrer que

a—>b]| P(a) — P(b).

Exercice 13 (USAMO 1974)
Soit P € Z[X]. Existe-t-il trois entiers distincts «, b et ¢ tels que

P(a) =
Pb) =
P(c) = a.

Exercice 14
Montrer que les fonctions |z| et |z | ne sont pas des polynomes.

Exercice 15
Trouver tous les polyndmes P tels que pour tout réel z on ait

(x — 16)P(2x) = 16(z — 1) P(x).
Exercice 16 (Binaire)
a. Pour n € N, développer le polynéme
(1+X)(1+ X1+ XY..(1+X*).

b. En déduire que tout entier p > 0 s’écrit de fagon unique comme somme de puissances de
2.

Exercice 17 (nécessite la dérivée)
Montrer qu'un polyndme est monotone suffisament loin.

Exercice 18
Soit P un polynéome de degré 2026. Montrer qu’il existe un réel z tel que

Plx+1)=Px—1).
Exercice 19

Soit z et x5 les racines du polynéme X? — 6X + 1. Montrer que, pour toutn € N, 27 + 2% € Z
etx] + 24 Z0 (mod 5).

Exercice 20 (Olympiades Bulgares 2023, p10.3)
Soit k£ un entier naturel pour lequel il existe un polynéome P tel que

Vn eN, P(n)=ppem(n+1,n+2,...,n+k).

13
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Trouver toutes les valeurs possibles de k.

Exercice 21 (Envoi 2020 P16)

Benoit et Théo jouent au jeu suivant : au départ le polyndme X 0% est écrit au tableau. Chacun
leur tour, Benoit et Théo ajoutent un monome de la forme X kavec 0 < k < 2020 au polyndéme
précédent. A la fin du tour de Théo, Benoit gagne si, en notant P le polyndme écrit, il existe
z tel que P(x) < 0; sinon le jeu continue. Benoit commence, montrer que Théo peut alors
s’assurer de ne pas perdre.

Exercice 22
Soit p un premier et P un polyndme a coefficients entiers de degré d. On suppose que P(n) €
{0,1} (mod p) pour tout entier n. Montrer que d > p — 1.

Exercice 23
Montrer que pour tout M > 0 il existe A tel que pour tout d > A et tout polyndéme P unitaire
de degré d, il y a au plus d entiers n tels que |P(n)| < M.

Exercice 24 (APMO 2020 P4)

Trouver tous les polyndmes a coefficients entiers qui vérifient la propriété suivante : Pour
toute suite infinie a;, ao, ... a valeur entieres dans laquelle tout entier relatif apparait exacte-
ment une fois, il existe des indices i < j et un entier k tel que

a,-—l—aiﬂ—i—---—l—aj:P(k).

Exercice 25 (RMM A1 2024)

Soit d > 1 un entier fixé. Anna et Baptiste jouent au jeu suivant. Chacun a leur tour, en
commengant par Anna, ils choisissent un entier % tel que 0 < k& < 2d — 1 et qui n’a pas encore
été choisi par un des deux joueurs, et un réel strictement positif qu’ils notent a;. Lorsque tous
les entiers ont été choisis, Anna écrit le polyndme P(X) = ag + a1 X + -+ + agqg_1 X271 + X2,
Anna gagne s’il existe un réel ¢ tel que P(c) = 0. Sinon c’est Baptiste qui gagne.

Déterminer, en fonction de d, lequel des deux joueurs posséde une stratégie lui permettant
de gagner quels que soient les coups de son adversaire.

Exercice 26
Soit n un entier strictement positif pair, et ¢4, . . ., ¢, des réels vérifiant

n—1

D e =1 <L

i=1
Démontrer que le polyndome

P+ 2

20" — e 12"+ o™
n’a pas de racines réelles.

Exercice 27
Quel est, en fonction de d, l'intervalle de longueur maximale [ tel que pour tout
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ag, a1, ..., azq € I, le polyndme P(z) = 2! + agg 12?7 + - + a1 + ap n’ait aucune racine
réelle.

Exercice 28
Soit P un polyndme a coefficients réels tel que P(z) > 0 pour tout réel x. Prouver qu’il existe
des polynome A et B a coefficients réels tels que

P(x) = A(z)* + B(x)*.

Exercice 29 (USAMO 2003 P3)
Montrer que tout polyndme unitaire de degré n a coefficients réels est la moyenne de deux
polynomes unitaires de degré n qui ont chacun n racines réelles.

Exercice 30 (RMM 2023 Al)
Identifier tous les polyndmes P a coefficients réels tels que, pour tous les réels z et y tels que
P(z) et P(y) sont rationnels, P(z + y) est aussi rationnel.
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