Martin Rakovsky Groupe E

Quelques inégalités

Un des enjeux majeurs des problemes d’algebre rencontrés aux Olympiades est d’étre capable
d’estimer des quantités et de comparer des quantités entre elles. Cela peut étre explicité
dans I’énoncé (”démontrer I'inégalité suivante”) ou implicite, c’est-a-dire que la recherche de la
solution amene a comparer des quantités. Les outils a notre disposition sont les suivants.

> Les inégalités classiques : inégalité des moyennes, Cauchy-Schwarz, réordonnement, convexité.
> Dinégalité triangulaire : |z — y| < |z — 2| + |2 — y|.
> r—1<|z] <z

> Manipulations algébriques : télescopage, ajout/retrait d'une quantité, dans le cas d’une
somme regroupe certains termes bien choisis de la somme entre eux.

Dans les problemes d’Olympiades, la seule connaissance de ces inégalités ne suffit pas. La réussite
d’un probleme dépend souvent de la capacité a estimer une expression sans étre ”trop gourmand”.
Voici quelques conseils :

> Prenons z € [0,1]. Pour estimer z?, il y a plusieurs possibilités. On peut par exemple
majorer z? par 1, mais on peut aussi majorer x? par x, ce qui est plus fin et permet de
conserver de "I'information” (par exemple si les variables sont reliées par une hypothese).
Ainsi, en plus des inégalités classiques, il faut détecter quelle majoration/minoration va étre
la plus précise pour le probleme qui nous intéresse. On n’hésitera pas a commencer par des
estimations grossieres, que l'on raffine en reprenant son raisonnement.

> Un bon indicateur pour savoir si I'on est trop gourmand est le cas d’égalité de I'inégalité
que 'on cherche a estimer. Une fois que vous avez le cas d’égalité en téte, demandez-vous si
e 1 v . : . ve bi oalité. Si
I'inégalité que vous étes en train d’appliquer conserve bien ce cas d’égalité. Si ce n’est pas
le cas, c’est que vous étes trop gourmand. Ainsi, inutile de minorer = + 1/x par 2 si le cas
d’égalité ne correspond pas a x = 1.

> Tl est possible qu’il faille une disjonction de cas sur la valeur de x (une fois encore, =% ne se

majore pas de la méme facon selon que z > 1 ou & < 1. De méme, il est possible qu’il faille
découper I'expression en plusieurs orceaxu et de devoir faire un raisonnement différent pour
chaque morceau.

> Enfin, il n’est pas rare qu'un argument combinatoire ou arithmétique soit nécessaire dans
le probleme. Il faut y étre sensible.

Ces conseils abstraits trouvent leur illustration dans les exercices qui suivent (qui ne sont pas
classés par ordre de difficulté).



Martin Rakovsky Groupe E

Exercices

Z:Pcercice 1. (Coupe Animath 2021)  Déterminer le plus petit entier n tel qu’il existe n réels

T1,...,T, appartenant tous a U'intervalle | — 1, 1] et pour lesquels 1 +...+x, = 0et 22 +... + 22 =
2020.

Exercice 2. (TST belge 2010) Soient ay, as, .. . a, des réels vérifiant Yomqa;=0et> " la| =1
Montrer que

n

E iai

=1

n—1
2

<

Z?(ercice 3. (RMM 2016 P4) Soient z et y des réels strictement positifs tels que x + 3?°'6 > 1.

Mont 2016 >1——.
ontrer que x +vy 100

f?(ercice 4. (IMO SL 2010 A3) Soient 1, ..., x100 des réels positifs vérifiant que z;+x; 11+ ;12 <
1 pour tout 7 < 100 (avec la convention x19; = x1 et x102 = x3). Déterminer la valeur maximale

que peut prendre

100

S = g L2
i=1

f}gercice 5. (Entrainement groupe E 2023) Déterminer la plus grande constante C' > 0 vérifiant
la propriété suivante :

Pour tout 2023—uplet (a1, ag, ..., as3) de réels strictement positifs deux a deux distincts, on a
I'inégalité suivante :

a a a
! + 2 +...+ﬂ>0.
|6L2 —a3| |a3 —a4| |6L1 —a2|

Z?(ercice 6. (EGMO 201/ P1) Déterminer tous les réels ¢ tels que pour tout triplet (a,b,c)

désignant les longueurs des cotés d'un triangle, a? + bet, b* + cat et ¢ + abt sont également les
longueurs des cotés d'un triangle.

Z:?(ercice 7. (IMO 2007 P1) Soient ay,...,a, des réels. Pour tout 1 < i < n, on pose

d; = max{a;,1 < j <i} —min{a;,i < j < n}

On pose d = max{d;, 1 < i < n}.
1) Montrer que pour tous z1 < zg < ... < x, réels, on a

d
max{|z; —a;|,1 <i<n}> 3

2) Montrer qu’existent des réels z; < ... < z, tels qu'on ait égalité dans 'inégalité précédente.
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Exercice 8. (EGMO 2018 P6)

1) Montrer que pour tout 0 < ¢t < %, il existe un entier n > 0 tel que : pour tout ensemble S de n
entiers strictement positifs, il existe deux éléments distincts x,y € S et m > 0 entier tels que

|z —my| < ty.
2) Déterminer si pour tout 0 < ¢ < 1/2, il existe un ensemble S infini d’entiers distincts tel que
pour tous x,y € S, m > 0,

|z —my| > ty.

Z:;Cercice 9. (IMO SL 2021 A5) Soit n > 2 et ay,...,a, des réels strictement positifs de somme
1. Montrer que




Martin Rakovsky Groupe E

1 Solutions

Z:;Cercice 1. (Coupe Animath 2021)  Déterminer le plus petit entier n tel qu’il existe n réels

T1,...,T, appartenant tous a I'intervalle | — 1, 1[ et pour lesquels xy+...+z, = 0 et 23 +...+ 22 =
2020.

Solution 1.
Réponse : n = 2022.

L’exercice demande de trouver le plus petit entier n vérifiant une certaine propriété. Pour montrer
que le plus grand entier recherché est un entier ¢, il y a donc nécessairement deux parties distinctes :
I’analyse, dans laquelle on établit que tout entier n vérifiant la propriété énoncée vérifie n > ¢,
et la construction, dans laquelle on donne un exemple de ¢ réels xy,...,z. de l'intervalle | — 1, 1]
vérifiant les deux égalités mentionnées.

Analyse : Soit n le plus petit entier vérifiant la propriété de 1’énoncé et soit 1, ..., x, des réels
de lintervalle | — 1, 1[ pour lesquels

T+ .. +w, =0 et a4 ...+ 22 =2020.
Tout d’abord, puisque 2? < 1 pour tout entier s <n,on a2020 =22 + ...+ 22 <1+...+1=n
donc n > 2021.
Par ailleurs, si I'un des réels, par exemple x,,, est nul, alors

T1+ ...+ T =0 et v 4. a2 = 2020.
Ainsi, n — 1 vérifie également la propriété, en contradiction avec la minimalité de n. On sait
donc que tous les réels x; sont non nuls. Quitte a les renuméroter, on peut aussi supposer que
—1<xy,...,2, <0et 0 < xpy1,...,7, <1 pourun certain entier 1 < k < n— 1. En effet, comme
la somme des réels est nulle, on dispose d’au moins un réel strictement négatif, et d’au moins un
réel strictement positif.

Tout d’abord, puisque x; > —1 pour tout réel + < k, on sait que
O=z14+z0+...+x, > (k) + g1 + Tpao + ... + 7.

En outre, pour tout ¢ < k, le réel z; appartient a l'intervalle | — 1,0, donc 27 < 1. De méme, pour
tout @ > k + 1, le réel x; appartient a Uintervalle |0, 1[, donc z? < z;. On en déduit que

2020 = 22 + 25+ ...+ 22 <k 4+ Tpy1 + Tpgo . T,

et donc que
2020 — 2k < (=k) + Tpy1 + Tpyo + ... + 2, < 0.

On a donc k > 1010, soit & > 1011. Ainsi, quels que soient les réels tous non nuls vérifiant les
deux égalités, il y a au moins 1011 réels strictement négatifs. Or, si (z1,...,x,) est un n-uplet
vérifiant les deux égalités de 1’énoncé, le n-uplet (—zy,. .., —x,) vérifie également les deux égalités
de I'énoncé. On a donc également au moins 1011 réels strictement positifs. On a donc en tout au
moins 2022 réels, de sorte que n > 2022.
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Construction : Réciproquement, on montre que n = 2022 vérifie la propriété de I’énoncé. Le plus
simple pour cela est de chercher un 2022-uplet de la forme (z, —x,z, —z,...,x,—x) avec = bien
choisi. En injectant ce 2022-uplet dans 1’équation de droite, on trouve 202222 = 2020, soit

2020

2022

Par construction, pour un tel z, le 2022-uplet (z, —z,x, —z, ...z, —x) vérifie bien les deux égalités.

En conclusion, le plus petit entier n vérifiant la propriété de I’énoncé est n = 2022.

Fxercice 2. (TST belge 2010) Soient ay, ay, . . . a, des réels vérifiant 37 a; = 0 et S |a;| = 1.

Montrer que

Solution 2. Si on utilise 'inégalité triangulaire a tours de bras, cela ne va pas donner quelque
chose de concluant. En revanche, la forme de la somme donne envie de séparer les termes comme
suit, puis d’échanger l'ordre des signe somme (on a le droit de le faire car le résultat ne dépend
pas de l'ordre de sommation) :

n n A n n
D=2 > =3 > a
i=1 i=1 j=1 j=1 i=j
Par inégalité triangulaire on a donc :

n

53

Jj=1

n
D

=]

n
E iai
i=1

Pour rajouter un peu de symétrie, on est tenté d’introduire un terme de la forme | > (n — i)a;|.
Cela est d’ailleurs bien commode puisque

> (n=dail =0 ai =Y das| =D ia

Or ce terme vérifie de méme que plus haut :

n J

Z(n —1i)a;

i=1

n

<3

Jj=1

Q;
i=1

En résumé :
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n n n J
D)3 o)) o7
j=1 | i=j j=1 | i=1
n n J
- 3 {[3nf ¢ 52a)
j=1 \|i=j i=1

< X3

=2 i=1

= n—1

ce qui est I'inégalité voulue.
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f{ercice 3. (RMM 2016 PJ) Soient x et y des réels strictement positifs tels que z + y?°1¢ > 1.

1
Mont 2016 >1—-—.
ontrer que x +vy 100

9
on a déja gagné. On suppose désormais que y < ——. On rappelle

Solution 3. Siy >1— .
olution 1y 100

1
o . 1007
I'inégalité de Bernouilli :

(1+8)" >1+nt, Vt>—1,n € N*
que 'on peut prouver par récurrence sur n.

2016
Onaz>1-y*>1- ()

2016
‘ 99 2016 99 2016
2016 — |1 — [ = >1-2016 [ — .
. ( 100 016\ 100

Il suffit donc de montrer que

1 99 2016 100 2016
—>2016 (= ) > 100 - 2016
100 = 6(100) = (99) 00 - 2016

L’inégalité de Bernouilli appliquée directement est trop gourmande et ne donne pas le résultat
voulu, il faut donc étre un peu plus fin. On peut par exemple utiliser

. L’inégalité de Bernouilli donne alors

1 2016 1\ 2016/99
(1 n @) - ((1 + @) ) > (14 1)2019799 = 22016/99 5 920 5 1000 > 2016 - 100,

ce qui conclut.
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f{ercice 4. (IMO SL 2010 A3) Soient w1, ..., x190 des réels positifs vérifiant que x;4+z;11+ ;10 <
1 pour tout 7 < 100 (avec la convention x19; = x; et x192 = x2). Déterminer la valeur maximale
que peut prendre

100

S = E T;Tiq2
i=1

25
Solution 4. Réponse : S < 5

Analyse :

L’idée ici est de regarder deux termes consécutifs de cette somme et d’essayer de les connecter a
I’aide de I’hypothese :

1

TiTipo+Ti1 iz < (1=2ip1 —Tig2)Tipo + 01 (L= 21 —Tiga) = (Tig1 +2ig2) (1= (Tig1 +2i42)) < 1

en utilisant I'inégalité z(1 — z) < 1/4 pour tout = € [0, 1], ce qui est le cas pour x;1 + ;0. 1l
reste a découper la somme en paquet de quatre :

50 5

S = Z(il?%—ll’%ﬂ + Topok2) < Z

k=1 k=1

25

2

| =

Construction :

Il reste & montrer que cette valeur peut étre atteinte. Pour cela, on regarde le cas d’égalité des
inégalités que l'on a utilisées. Notamment, pour que les inégalités utilisées soient des égalités, il
faut xop + wop1 = % D’autre part, au moins 'un des deux termes o1 et Topyo doit valoir 1/2
pour vérifier z; + x;11 + ;42 = 1. On aboutit alors a la construction xg, = 0 et xgr 1 = 1/2 pour
tout k, dont on vérifie qu’elle permet d’atteindre la valeur maximale.
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Z:;Cercice 5. (Entrainement groupe E 2023) Déterminer la plus grande constante C' > 0 vérifiant
la propriété suivante :

Pour tout 2023—uplet (a1, aq, ..., as3) de réels strictement positifs deux a deux distincts, on a
I'inégalité suivante :

a
! + a2 + ... _ 2023 > (.
ag—a3| |a3—a4| |a1 —a2|

Solution 5.
Réponse : 1012

On commence par montrer que C' < 1012.
Pour cela, on se donne 0 < ¢ suffisamment petit et on pose

ay =’ ay=1lya3=1+¢c et ay=(—1), agy1 =1+ic V2 <i<1011

pour laquelle on vérifie que les termes de la suite sont deux a deux distincts.

RHS — ay + a2 + 2023
|a2—a3\ |a3—a4| ’CL1—CL2|
g2 1 lte W/ (-1 1+ ie
= —+ - +) C-le , :
e l+e—c¢ 1 —\l+ie—ie 1+ (i+1)e—ze

1010e 14+1011e
+1+101157€2 + 1—e2

1010 .
| (i — 1)e 1010e 1+1011e
= ct1+41 Y |G- Det1
srlalaet ) |- Det s 5 11 101e 22 1 &
=2 N—— N ~ ~ ”
<(i—1)e <1010e <1+1012¢

< 1012 + (1011>2<1012 4 2) e

ot chacune des inégalités est satisfaite pour € > 0 suffisamment petit. Ainsi, pour tout C’ > 1012,
on dispose de (aq, ..., ass3) tel que 'expression du membre de gauche est inférieur & C’. On a
donc bien C' > 1012.

On démontre désormais que C' > 1012. Soit (aq, . . ., agges) un ensemble de réels strictement positifs

et distincts. Pour simplifier la notation, on pose asgos = a1 €t asges = ao

a; a;

Pour tout ¢, on pose f(i) = a;41 Sl a1 > a0 et f(i) =i+ 2, de sorte que > A
|@it1 — iyl @)

La suite (£ (1)), étant a valeurs dans {1,...,2023}, de sorte que I’on dispose de r < s tel que
f™(1) = fG)(1). Quitte a translater la suite, on peut supposer que r = 0. La suite est donc
périodique, on note p sa période. Puisque |f(i) — i| < 2, on a 2p > 2023 de sorte que p > 1012.

On peut alors conclure par l'inégalité des moyennes :

P
a a a Qg Ar@
1 n 2y Gaos Z o) > ] [ SO p > 1012

laz - a3| !@3 - a4\ ‘al - Gz! g o Ari+n(1) A ra+1)(1)

9
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Remarque : Le probleme reste vrai si les réels ne sont plus supposés deux a deux distincts (mias
en imposant que le membre de gauche soit bien défini). La construction peut alors étre simplifiée
par

a=c’ay=1a3=14+¢ et agy=¢, agsy1 =1 V2 <i<1011.

10
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Z:;Cercice 6. (EGMO 2014 P1) Déterminer tous les réels ¢ tels que pour tout triplet (a,b,c)

désignant les longueurs des cotés d'un triangle, a® + bet, b2 + cat et ¢ + abt sont également les
longueurs des cotés d'un triangle.

Solution 6. Quand on voit un exercice qui parle des longueurs des cotés d'un triangle, on pense
au changement de variables, dit de Ravi :

a=y+z b=z+4+z, c=x+y,

ou z,y, z n’ont pour seule propriété que d’étre positives.
Pour un ¢ € R, on se demande si quelque soient x,y, 2 > 0, le triplet (A, B, C') = (a*+bct, bTcat, >+
abt) désigne les longueurs des cotés d'un triangle. On exprime A, B, C' en fonction de (z,y, 2) :

A=+ 22+ 2%+ 2ot + oyt + 2y(2 + 1),

B = 2"+ 2%+ y*t +ayt +yzt +x2(2 + t),
C=2*+y* + 2%t +yzt + zat +yx(2 + t).

Par symétrie des roles, il suffit qu’on cherche la condition nécessaire et suffisante sur ¢ pour que
A+ B —C > 0 pour tout z,y, 2z > 0.
Tout d’abord,

A+B—-C=2*t+y*t+ 222 —t) +ay(t — 2) + y2(2 + t) + zx(2 + t).
Etudions plusieurs cas de figure. Dans le cas ot x =y > 0 et 2 =0,
A+ B—C =22+ 2%t —2) = (3t — 2)2°.

Ainsi, A+ B — C < 0 i et seulement si t < % Ainsi, pour t < %, par continuité, en choisissant des
z petits, on trouve des A + B — C strictement négatifs.
Danslecasoux =y =0et 2 > 0,

A+B—-C=2(2-1).

Ainsi, A4+ B — C < 0 si et seulement si ¢t > 2. Ainsi, pour ¢ > 2, par continuité, en choisissant des
x,y suffisament petits, on trouve des A + B — C' strictement négatifs.

Ainsi, les seuls t qui ont une chance de marcher sont tels que % <t < 2. Vérifions que t € [2/3, 2]
convient. On a

t—2
t

A+B—C>x2t+y2t+xy<t—2)=t<x2+y2+ xy) > t(a? +y? —2zy) = (z —y)* >0,

car —2 < &2 <0 pour tout ¢ € [2/3,2].

11
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Z:xercice 7. (IMO 2007 P1) Soient ay,...,a, des réels. Pour tout 1 < ¢ < n, on pose

d; = max{a;,1 < j < i} —min{a;,i < j < n}
On pose d = max{d;, 1 <i < n}.
1) Montrer que pour tous z; < 23 < ... < z, réels, on a
) d
max{|z; —a;|,1 <i<n} > B
2) Montrer qu’existent des réels r; < ... < x, tels qu’on ait égalité dans I'inégalité précédente.

Solution 7. 1) Soit 1 < ¢ < n, il suffit de montrer que d; < 2max{|z; —a;|,1 < j < n}.
Soit p < i tel que a, = max{a;,j < i} et r > tel que a, = min{a;,j > i}. Alors

d;=a,—a, =a,—ry,+ 1, — 2+, —a, < |a, — x| + |a, — x| < 2max{|zr; —a;|}
——
<0
ce qui donne 1’égalité.

2) On regarde le cas d’égalité de notre inégalité ci-dessus. Si d; = d, il faudrait que la suite

(x;) satisfasse a, > z, (pour que a, — x, = |a, — xp|), v, = =, et . > a,. De plus pour que
\a, — x| = |a, — x,| = max{|a; — x;|}, il faut déja que |a, — z,| = |a, — x|, soit z, = x, = 3.

Soit donc M; = max{a;,j < i} et m; = min{a,;,j > i}. Le raisonnement ci-dessus nous invite a
poser z; = Mitmi,

Montrons que ¢a marche. Tout d’abord, la suite (M;) est croissante (le max est pris sur un ensemble
plus grand), de méme que la suite (m;) (le min est pris sur un ensemble plus petit). On déduit que
(x;) est également croissante. De plus, si 1 <i < n :

Mi—l—mi Mi—mi di d
Ti—0 < —F— — M= ——— = — < =
2 2 2 2
et
X z)MZ—i_mi Mz__%/c_l
2 2 2

de sorte que |z;—a;| < 4. L’inégalité étant satisfaite pour tout ¢, on déduit que max{|a;—z;|} < d/2.
Comme la 1) garantit I'inégalité inverse, on a bien égalité.

12
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Exercice 8. (EGMO 2018 P6)

1) Montrer que pour tout 0 < t < %, il existe un entier n > 0 tel que : pour tout ensemble S de n
entiers strictement positifs, il existe deux éléments distincts x,y € S et m > 0 entier tels que

|z — my| < ty.

2) Déterminer si pour tout 0 < ¢ < 1/2, il existe un ensemble S infini d’entiers distincts tel que
pour tous z,y € S, m > 0,

|z —my| > ty.

Solution 8. 1) Considérons un ensemble ne vérifiant pas la propriété et notons z; > ... > z,, ses
éléments. Pour tout indice i, on a donc

i — 1 X @i < =ty

X4

ce qui implique que < 1 —t. D’autre part,

Tit1
ry — 0 xx, >te,.
On déduit que
T X X9 Tp-1

t< = =" .= > (1—t)"
Tn To XT3 Tn

Cette inégalité étant fausse pour n suffisamment grand, on conclut I'existence d’un entier n vérifiant
I'exercice.

2) 1l s’agit de trouver un ensemble S tel que, pour tous z,y € S et tout entier m > 0,

x
——m
Y

Si on ordonne les éléments de S = {s; < ... < s,}, le cahier des charges de la suite s; est le

suivant : pour tout 7 < 7,
s; 1 Sj 1
oot <o
Sj 2 Si 2
(50

) définie par

< 1.

Posons s; un entier a définir plus tard et

(81...Sn)2+1
Sp+1 = 5 .

On montre par récurrence qu’il s’agit d’une suite strictement croissante d’entiers impairs. Par
ailleurs, lorsque s; est suffisamment grand, on a les estimations

1 Sy Si(S1 ... 8i-18ie1 .- Sp_1)> 1 $;i(81...8i—15i41 ... 5n)> 1
<z Sn_ (51 i—15i+1 1)_'__< (51 1Si4+1 )—i-—.
2 S; 2 281' 2 281

Sp 1 L
Il vient que — est de la forme k + 5 + ¢ avec € < —2?. On déduit que pour tout m,
S v

13
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Pour sy, suffisamment grand, cette quantité est supérieure a ¢, ce qui justifie que (s,) satisfait la
propriété voulue.

14



Martin Rakovsky Groupe E

Z:;Cercice 9. (IMO SL 2021 A5) Soitn > 2 et aq,...,a, des réels strictement positifs de somme

1. Montrer que

n

a
Z b (a1+a2+...—|—ak_1)2<
1 1—ak

W

Solution 9. La premiere idée est de travailler non pas avec les a;, mais avec les sommes partielles
S, =a1 + ...+ Q.

L’expression devient

n
Z Sk — Sk—1 2
— 1—sp+sp1
. ) . . 1 1
On cherche alors a simplifier le dénominateur de chaque terme. Appliquer <
I —sp+8k-1 Sk
est trop gourmand, on cherche donc une estimation plus précise (et toute la difficulté du probleme

est 1a). On peut par exemple établir

Sk
1— s+ 851 > % & (85— sp_1)(1 — s3) > 0.
k

Ainsi, 'expression devient

n

Sk — Sk—1 2 2 Sk
E ——Sp_1 S <3k - 8k71)5k71 R (Sk - 3k71)8k718k-
k=1 1= sk + sk k=1 Sk—1

3
3

On n’est alors plus tres loin de pouvoir conclure. D’apres l'inégalité des moyennes, sx_15; <

1 .
—(s7_ + sk—15k + s7), si bien que

3

" 1 & 1 s2—s3 1
Z(Sk — Skfl)Skflsk < g Z(Sk — Sk,1)<5271 + Sp_1Sk + Sk) = g Z(Si — 8271) = 3 0 = g

k=1 k=1 k=1

15
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