Equations fonctionnelles

Rémi — 6 décembre 2025

Exercices

Les exercices 1 a 4 ont €té traités pendant la séance.

Exercice 1 (Canada 2007) Soit f : R — R une fonction telle que pour tous z,y € R,

flay) + fly —2) = fy + )
Montrer que f est positive.

Exercice 2 (BxMO 2025, P1) Existe-t-il une fonction f : R — R telle que pour tous
z,y € R,
F@®+ fy) = fx)* —y

Exercice 3 (BMO 2023, P1) Trouver toutes les fonctions f : R — R telles que pour
tous x,y € R,

zf(z+ f(y) = (y—2)f(f(z))

Exercice 4 (Israél 2021) Trouver toutes les fonctions f : R — R telles que pour tous
z,y € R,
fla-fla+y)+ f(f) fla+y) = (@ +y)°

Exercice 5 (RMM 2019, P5) Trouver toutes les fonctions f : R — R telles que pour
tous réels z, vy,

flx+yf(x))+ flzy) = f(z) + f(2019y)



Solutions

Solution de ’exercice 1 On va choisir y de sorte que xy = x + y afin d’éliminer deux
termes. On pose donc y = —*5 pour = # 1, ce qui donne directement

f(xfl—a:))O

Cherchons quelles valeurs sont atteintes par cette expression. L’équation

—x =1se

réécrit 2 + (t — 2)z — t = 0. Le discriminant de cette équation vaut A = (t — 2)? 4 4t =
12 +4 > 0. Cette équation admet donc toujours deux solutions distinctes, donc I'une au
x

moins est différente de 1. Ainsi, I'expression 1% parcourt I’ensemble des réels, et
x

donc f est bien positive sur R. U

Solution de l’exercice 2 En posant y = 0 et en notant f(0) = a, on trouve f(z*+ a) =
f(x)? > 0, donc f est positive sur Rs,. On pose ensuite z = \/|al, ce qui donne :

$(lal+ 5w) = 1 (Viel) — v

Vv Vv
>0 pour y>a <0 pour y grand

U

L’idée de la solution précédente est que le terme en —y va poser probléme. On controéle
trés facilement son signe et on peut le faire tendre vers 'infini. On cherche donc a maitriser
le signe de f, et c’est 1a que le terme f(z)? intervient, puisqu’il donne uniquement des
valeurs positives. Il ne reste plus qu’a construire astucieusement une image positive a
gauche, qui ne saura pas compenser le —y a droite.

Solution alternative de [’exercice 2 Sicette solution outrageusement courte ne vous parait
pas satisfaisante, en voici une plus naturelle. On va essayer de tirer parti de la formula-
tion de ’énoncé, qui semble suggérer qu’il n’existe pas de telle fonction. Commencons par
chercher des propriétés d’une solution éventuelle.

En fixant x, le membre de droite peut prendre n’importe quelle valeur réelle, donc f
est surjective. On remarque également que f est injective, car si f(a) = f(b), alors en
remplagant y par a puis par b, on trouve f(z)> —a = f(x)> — b, soit a = b. On observe
ensuite que le membre de gauche est symétrique en z, donc en remplacant x par —x, on
trouve f(x)? —y = f(—x)? —y, donc f(xr) = £f(—x), mais comme f est injective, on
doit avoir f(x) = —f(—x) pour x # 0. Ainsi, f(0) = 0 car 0 doit étre atteint, et toutes
les autres images sont non nulles par injectivité.

Finalement, en posant x = 1 et y = 0, on trouve directement f(1) = 1 et donc
f(=1) = —1, mais en prenant * = 1 et y = —1, cela donne 0 = f(0) = f(1) +1 = 2,
absurde. O

Solution de [’exercice 3 On commence par quelques substitutions basiques :
o x =y donne f(z+ f(z)) =0.
o x =0 donne f(f(0)) =0.
o = = £(0) domme F(0)f(F(0) + F(y)) = (y — F(0))£(0)

On distingue donc deux cas : soit f(0) = 0, soit f(f(0) + f(y)) =y — f(0).




Si f(f(0)+ f(y)) =y — f(0), en remplagant y par f(y) + y, on a directement f(y) =
—y + f(0). On vérifie réciproquement que toutes les fonctions de la forme f(x) = —x + ¢
avec ¢ une constante réelle sont bien solutions.

On suppose désormais que f(0) = 0. En posant y = 0, on a f(f(z)) = —f(z). On
réécrit 1’équation de 1’énoncé sous la forme zf(x + f(y)) = (z — y) f(x). En remplagant y
par f(y)+y,ona f(z)(y+ f(y)) =0, donc soit f est la fonction nulle, soit f(z) = —=x.

Finalement, les deux solutions sont f(z) =0, et f(z) = —x + ¢ avec ¢ € R. O

Solution de l’exercice 4 En posant x = 0, on obtient f(f(y)?) = y* — f(0). Ainsi, si
f(a)? = f(b)? alors a* = b*, autrement dit si f(a) = +f(b), alors a = +b. Notons (x)
cette propriété qui nous resservira souvent.

On pose alors y = 0, ce qui donne f(f(0)?) = —f(0), d’'ou f(0) = £0 = 0 d’aprés (x).

On choisit désormais y = 0, ce qui va permettre d’y voir plus clair : cela donne
flzf(x)) = 2% = f(f(x)?), soit xf(x) = £f(x)? (). Ainsi, pour tout x € R, f(z) = x
ou f(z) = —z (on peut bien diviser par f(x), car si f(z) = 0, alors f(z) = f(0), donc
x = £0 = 0 toujours d’aprés (x)). Pour autant, 'exercice n’est pas encore terminé, il reste
a traiter le cas des multigraphes.

On commence par remarquer que f(f(z)?) = f(2?) car f(z) = £z, donc en combinant
avec 1'égalité obtenue pour x = 0, cela donne f(2?) = z2. On en déduit que f(z) = x
pour tout x > 0.

Supposons donc qu’il existe un réel y < 0 tel que f(y) = —y. En posant x = —2y, on a
x+y = —y > 0, donc f(—y) = —y. On obtient donc f(—-2y-(~y))+f(~y-(-y)) = (-y)?,
soit 2y% + y? = 32, absurde. Finalement, la seule solution est l'identité, qui convient
réciproquement. 0

Solution de ’exercice 5 Soit f une solution éventuelle de ’équation.

En remplacant x par 2019 dans 1’équation, on trouve

£(2019 + y £(2019)) = f(2019)

Si f(2019) # 0, en posant z = m
trouve f(z) = f(2019) et f est une fonction constante. Réciproquement, les fonctions
constantes sont solutions de I’équation.

— 2019, qui parcourt I’ensemble des réels, on

On suppose dans la suite que f(2019) = 0. En posant y = 1 dans ’équation, on trouve
flx + f(z)) = f(2019) = 0 pour tout réel x. Supposons désormais que f admet une
deuxiéme racine, notée a.

Si a = 0, alors en posant = 0 dans I’équation, alors f(2019y) = 0 pour tout y, ce
qui signifie que f est constante.

On suppose donc dans la suite que a # 0,2019 et f(0) # 0. En posant x = a dans
I'équation, on trouve f(ay) = f(2019y) pour tout y. On peut réécrire cette égalité f(y) =

2019
f (—y> par un changement de variable. L’idée est alors de récupérer une période de
a
2019

f. Pour cela, on pose ¢ = et on remplace successivement x par les valeurs z et cz,

a
pour z variable. On obtient les deux égalités :

fz+yf(2)+ fzy) = f(2) + f(2019y)



flez +yf(cz)) + f(ezy) = flez) + f(2019y)

En soustrayant et en utilisant que f(cz) = f(z), on obtient

flez+yf(2)) = f(z+yf(2)

Prenons maintenant z non nul tel que f(z) # 0. Si un tel z n’existe pas, cela signifie
que f(z) = 0 pour tout z non nul. Réciproquement, toute fonction nulle en dehors de 0
convient.

Dans le cas ol un tel z existe, on trouve en remplacant y par .

f(z)
flez+y)=f(z+y)

et ce pour tout y. En particulier, en effectuant le changement de variable y < y — 2
et en posant p = cz — z # 0, on trouve

fp+y) = f(y)

pour tout y réel. En remplacant x par x + p dans I’équation initiale, on obtient

f@+p+yf(e+p)+ fley+py) = flz+p)+ f(2019y)

et en soustrayant 1’équation initiale et en utilisant que f(x + p) = f(x), on trouve

f(zy + py) = f(xy). En remplagant x par z, on obtient f(z + py) = f(x). En faisant
varier y, on obtient que f est constante. y

En conclusion, si f n’est pas constante, 2019 est l'unique racine de f. Mais alors
f(z+f(x)) = 0 pour tout z implique que z+ f(z) = 2019. Réciproquement f(z) = 2019—=x
convient.

Finalement, les solutions sont les fonctions constantes, la fonction z — 2019 — x et les
fonctions valant 0 en tout réel non nul. U



