PREPARATION OLYMPIQUE FRANCAISE DE
MATHEMATIQUES

MATHEMATIQUES

ENVOI 2 : ALGEBRE
A TELEVERSER AU PLUS TARD LE 27 DECEMBRE 2025

Les consignes suivantes sont a lire attentivement :

- Le groupe senior est constitué des éleves nés en 2010 ou avant, ou €tant en terminale. Les autres
éleves sont dans le groupe junior.

- Les exercices classés “Juniors” ne sont a chercher que par les éleves du groupe junior.

- Les exercices classés “Seniors” ne sont a chercher que par les éleves du groupe senior.

- Les exercices doivent étre cherchés de maniere individuelle.
- Utiliser des feuilles différentes pour des exercices différents.

- Respecter la numérotation des exercices.

- Bien préciser votre nom en lettres capitales, et votre prénom en minuscules sur chaque copie.



Exercices Juniors
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f?gercwe 1. Soit x ety deux réels strictement positifs. Montrer que — + — > 3 — xy.
Xy

f?(ercice 2. Soit a,b, ¢ > 3 des réels. Montrer que abc > 3(a+ b + ¢).

f?gercice 3. Soit x,y, z des réels strictement positifs. Trouver la valeur minimale que peut prendre

I’expression
X2 y? 22
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f{ercice 4. Soit x et y deux entiers strictement positifs tels que

VX VY — VX — Yy =2,

Montrer que x est le carré d’un entier.
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Z:xerace 5. Soit a, b, ¢ des réels strictement positifs distincts tels que — + — + — = 3. Montrer que
c
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Z:xercice 6. Soit a, b, c des réels tels que :
a+b+4+c=2
a?+b*+c? =2
Peut-on avoir alafois |a —b| < 1,[b—c| < letlc—a|<1?
f?(ercice 7. Soit S un ensemble de n réels positifs distincts. Montrer qu’il existe x,y € S tels que

xy+2y+1>n

y—x
f?gercice 8. Soit aj, as,...,a, des réels strictement positifs. Soit s = a; + as + ... + an, et
P = a;as---a,. Montrer que
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Z:;Cercice 9. Soitx; < x9 < ... < Xy, des réels strictement positifs tels que I’on ait les deux égalités

X1+ X+ ... +xp =4n,
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Montrer que x_n > 7+ 4V3.
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Exercices Seniors

Z:;Cercice 10. Soit a, b, c > 3 des réels. Montrer que abc > 3(a + b + ¢).

f?(ercice 11. Soit aq, as, ... une suite de réels définie par ap = 1, a; = a > 1, et, pour tout n > 0,
Oni2 = Anii(Anir — 1) —an(an —2).
Montrer que a,, = 1 pour toutn > 0.

Z:;Cercice 12. Soit0 < a < b < ¢ < d quatre réels tels que ad > bc. Montrer que a +d > b 4+ c.

Z}(ercice 13. Trouver toutes les fonctions f : R — R vérifiant pour tous x,y € R :

f(xf(y) —y?) = (y + Df(x —y).

f?(ercice 14. Rémi choisit une suite a;, do, ... d’entiers strictement positifs. Il définit ensuite la suite
by, bs, ... de réels par, pour toutn > 1,

ala?"'an

b, = )
a1+a2+---+an

Il remarque alors que parmi un million de termes consécutifs de la suite (b, ), il en existe toujours au
moins un qui est entier.
Montrer que 1’un des termes de la suite (b,,) est supérieur ou égal a 2025202,

f}(ercice 15. Glustave écrit 2025 polyndmes unitaires de degré 2025 au tableau. Tous ces polyndmes
sont a coefficients réels positifs. A chaque minute, il choisit deux polyndmes f et g écrits au tableau, et
les remplace par deux polyndmes unitaires f; et g; tels que f; + gy = f + g ou f;g; = fg.

Est-il possible qu’au bout d’un certain temps, chacun des polyndmes écrits ait 2025 racines réelles stric-
tement positives ?

f?gercice 16. Trouver toutes les fonctions f : R — R telles que pour tous x,y > 0,

f(x + f(y)) =yf(xy +1).

f?cercice 17. Soit n un entier strictement positif. Trouver la plus grande constante M telle que, pour
tout polyndéme P € R[X] de degré au plus n — 1,

> (" P = M

i=0

f?gercice 18. Soit ai, ag, ... une suite strictement croissante de réels positifs et inférieurs ou égaux a 1.
Montrer qu’il existe un réel apparaissant exactement une fois dans la suite



