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|dée du principe des tiroirs

@ Si on a 10 chaussettes et 5 tiroirs, alors on aura forcément des
tiroirs avec plusieurs chaussettes.

@ Plus fort, besoin de combien de chaussettes au minimum pour
pouvoir affirmer ca?
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|dée du principe des tiroirs

@ Avec 11 chaussettes et 5 tiroirs, on peut dire qu'il existe un
tiroir contenant _ chaussettes.
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|dée du principe des tiroirs

@ Avec 11 chaussettes et 5 tiroirs, on peut dire qu'il existe un
tiroir contenant _ chaussettes.

Réponse : 3
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Enoncé

Théoréme

Si n+ 1 éléments doivent étre placés dans n ensembles, alors il
existe au moins un ensemble qui contient au moins 2 éléments.

Démonstration.

Par |'absurde, si tous les ensembles contiennent 0 ou 1 élément,
alors le nombre d'éléments est inférieur ou égal a n. O

&
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Exemples

@ Parmi 3 personnes, il y en a toujours 2 du méme sexe.

@ Parmi 13 personnes, il y en a toujours 2 qui sont nés le méme
mois.
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Exercices

Exercice Combien de personnes faut-il au minimum pour que deux
personnes aient leur anniversaire le méme jour?
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Exercices
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Exercice Combien de personnes faut-il au minimum pour que deux
personnes aient leur anniversaire le méme jour?

Solution de I'exercice Il y a 366 jours différents dans I'année. On

cherche deux personnes qui aient leur anniversaire le méme jour.
Ainsi ici, les tiroirs sont les jours et les chaussettes sont les
personnes. |l faut donc 367 personnes.
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Exercices

Exercice Baptiste veut attraper une paire de chaussettes dans le
noir. Il a 6 chaussettes rouges, 13 bleues et 8 blanches. Combien
doit-il en prendre pour étre siir d’en avoir 2 de méme couleur?
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Exercices

Exercice Baptiste veut attraper une paire de chaussettes dans le
noir. Il a 6 chaussettes rouges, 13 bleues et 8 blanches. Combien
doit-il en prendre pour étre siir d’en avoir 2 de méme couleur?

Solution de |'exercice Ici, les tiroirs sont les couleurs, il faut donc 4
chaussettes.
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Principe des tiroirs généralisé

Théoréme

Si nk + r éléments, avec r < n, doivent étre rangé dans n
ensembles, alors il existe au moins un ensemble avec k +1 é/éments.J

Démonstration : Pareil que pour le cas simple, mais en considérant
cette fois-ci par I'absurde que chaque ensemble peut avoir au plus k
éléments.

8/43



Principe des tiroirs
000000080000000000000000

Principe des tiroirs infini

Théoréme

Si une infinité d'éléments doivent étre placés dans n ensembles,
alors il existe au moins un ensemble qui contient une infinité
d’'éléments.
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Exercice

Exercice Une personne a entre 0 et 300000 cheveux sur la téte.
L'agglomération de Marseille contient 2000000 habitants. Combien
de Marseillais au minimum ont le méme nombre de cheveux ?

Piote. Titoir = nb de. chevercx P@mbbb . 3coocd

Chansetres . (bks | 2 000 000 > Conosbe pan O .
nk+¢ chouseler <+ n Kros {0

ktt Clhowsefs doms wm Rtalr
2000 000 / 200004= & k=6 Bepomee = Wt =3t
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Exercice
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Exercice Une personne a entre 0 et 300000 cheveux sur la téte.
L'agglomération de Marseille contient 2000000 habitants. Combien
de Marseillais au minimum ont le méme nombre de cheveux ?

Solution de |'exercice Les tiroirs sont les cheveux et le chaussettes

les Marseillais. On applique le principe des tiroirs généralisé.
On peut écrire : 2000000 = 300001 x 6 + 199994. Donc la réponse
est 7.
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Exercice

Exercice Combien de personnes faut-il pour étre siir que 3

personnes au moins aient leur anniversaire le méme jour? Et 4, 5,
n?

366 xa+

Lp naa perionned  annivensaste  le nw\élun, jour.
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Exercice

Exercice Combien de personnes faut-il pour étre siir que 3
personnes au moins aient leur anniversaire le méme jour? Et 4, 5,
n?

Solution de I'exercice 1l en faut n x 366 + 1.

Lo ne peronnts crnuunt— Veus
aMm\re,\&al-\(‘t L mowe louf.
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Exercices d'application
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Exercice Montrer que (a — b)(b — c¢)(c — a) est toujours pair pour
a, b, ¢ entiers.

Exercice |l y a n équipes de baseball lors d'un match. On suppose
que deux équipes données jouent |'un contre |'autre qu'une fois au
plus. Montrer qu'il existe deux équipes qui ont joué autant de fois.

Exercice

@ On colorie le plan en blanc et noir. Montrer qu'il existe deux
points de méme couleur distant d'exactement 1 cm.

@ Montrer qu'il existe une couleur telle qu'on puisse trouver deux
points du plan de cette méme couleur distants de 1 cm.
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Solutions

Bo q (aro)(b-c)(e-a) st toufuun poie”
Pmrorlu Ce soik (aaurq TR Pu\r Lw\}exm pasr Qu Moims.
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Pour owoic  aume M Pirence  Poure _Lﬂ.%au)clr\mb(udﬂ_mﬁu-
Fﬂftﬁ- = iel akic = 3 nombees.
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Solutions
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Solutions
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Exercices

Exercice On prend cinq points distincts du plan a coordonnées

[ . . T .-
entiéres. Montrer qu'il en existe d'eux tel que le milieu du segment
les reliant soient & coordonnées entiéres.

Exercice On prend 10 entiers distincts. Montrer qu'il en existe
deux tels que leur différence soit divisible par 7.
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Solutions
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Solutions

Exo Chourellen wamb ey momipres.
Flo-p ? St o ek b onk Re meEma ComaTteme. wod- F.
az=k ¢} bz k3]
o-b = ¥-kz=o0fL%3].

Sono Lnb qul onk Ra m c.n»\%rw,om
Wd\% exv- di:fr,s-ib\e_?q; % .

Tirotes  len comQruemien  omod -
- 04§ = F Koio posibles .
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Rem. TR bu.ai)- d’owolr § mowbres X choine.
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Exercices

Exercice

@ 4 points sont sur un cercle. Montrer qu'il existe un demi-cercle
(bords compris) qui contient 3 de ces points.

@ 5 points sont sur une sphére. Montrer qu'il existe une
demi-sphére (bords compris) qui contient 4 de ces points.

Exercice Montrer que pour tout entier n > 0, il existe un multiple
non-nul de n d'au plus n chiffres tous égaux a 0 ou 1.

Zmdica 3'imspirer des exon dfowamk —p Cornment on ootevosk
des momlores Aok om ehagk hr Quu'els Thaulent duisimes
o m7
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Solutions
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Solutions
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Exercices
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Exercice Soit un ensemble de valeurs {a1, az,...,an} tel que
chaque valeur de 1 & n soit prise exactement une fois par chaque a;.
Prouver que si n est impair, alors (a; — 1)(a2 —2)...(a, — n) est
pair.

Exercice Je commence avec un carré, que je coupe le long d'une
ligne droite et j'obtiens deux piéces. Je répéte I'opération. Montrer
qu'il existe un moment ot 100 piéces auront le méme nombre de
sommets.
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Solutions
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Solutions

@-vuxuk ComaYvuite W“V‘m“b‘tm\u&b‘?(e_ dj_mmeoea(}uq_
& 1 cuda O

Emsemble. de mombres tq  a-b soN fewdun CompaR Mz
de 4o O.

Précision Si o= ol3] d_'q%-'_'u or. 0. WL nogmtre.  Coy ‘eon.
e On eud frower deux mombyes U] \D,q_di%giuum

(SN Cm%m LT nm-\.h e
n namPred , bouk
T 1 o
A,AA,M‘(,...,@;;.\A’A (Paibo decelle rme, a-b = A-..40....0

n

Si otawn 4L Az=oln] ¢lenk oon .
n M2 .
on% whi@" Sinar A---1 = kln) A-..A=skln]

A4.-. N 00 ... @0 [n]_
24/43



Principe des tiroirs
00000000000000000000000e

Solutions
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Différents chemins possibles ?
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Exercice Théodore veut aller d'un point A a un point D, en
passant par un point B et C. De A a Bily a 3 chemins, de B a Cil
yenadetdeCaDilyena?2.

De combien de maniéres Théodore peut-il aller de Aa D?
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Courses de chevaux

Exercice Il y a 5 chevaux qui participent a une course. Combien y
a-t-il d'ordre d'arrivée possible ?
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Exercice Il y a 5 chevaux qui participent a une course. Combien y
a-t-il d'ordre d'arrivée possible ?

Solution de I'exercice Il y a 5 choix pour la premiére place, 4 pour

la deuxiéme, etc. Ce qui fait 5! choix possibles.
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Podium

Exercice On a maintenant 30 chevaux, et on s'intéresse au podium
(3 premiéres places). Combien y a-t-il de podiums différents?
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Podium

Exercice On a maintenant 30 chevaux, et on s'intéresse au podium
(3 premiéres places). Combien y a-t-il de podiums différents?

Solution de I'exercice On ne s'intéresse que aux trois premiéres
places. Pour la premiére place il y a 30 chevaux possibles, pour la
deuxiéme 29 chevaux possibles et pour la troisiéme 28 chevaux
possibles.

Ce qui est 30 x 29 x 28 podiums différents.
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Formules de dénombrement

@ Permutations de n éléments : n!.

@ Arrangements de k éléments parmi n :

(n— k)!

o o ] nl
@ Combinaisons de k éléments parmi n : (Z) =

Ki(n— k)!

20/43



Dénombrement
0000e0000000000000

Exercices
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Exercice Martin va au restaurant tous les soirs et il veut prendre
un menu différent a chaque fois. Le restaurant propose 3 entrées, 2
plats principaux et 5 desserts. Combien de jours Martin peut-il
venir ?
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Exercices

Exercice |l existe une langue composée uniquement de mots de 6
lettres, composés des lettres a et b. Combien de mots comporte
cette langue?
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Exercices

Exercice Combien d'anagrammes de "DENOMBREMENT"
existe-t-il 7
Exercice Dénombrer les différentes figures de poker possible / On
considére un jeu de classique de 52 cartes.

o Combien existe-t-il de mains de 5 cartes avec exactement une
reine ?
Avec au moins une reine?
Avec exactement une figure royale 7 (une reine ou un roi)

Avec exactement deux reines ?

Avec un brelan? (un full est un brelan mais un carré n’en est
pas un)

o Avec un full?
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Solutions
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Solutions
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Solutions
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Solutions
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Exercices

Exercice On a n droites dans le plan en position générale (2
droites ne sont jamais paralléles et 3 droites jamais concourantes en
un méme point). Combien de triangles forment-elles ?

Exercice On a une grille de taille n x m. Une fourmi débute en
(0;0) et veut rejoindre la case (n; m), mais elle ne peut aller que
vers le haut ou la droite. Combien de chemins peut-elle emprunter ?

Exercice Soit n, k € N*, calculer le nombre de solutions
(a1,...ak) € (N*)k de a; + - - - + ax = n. Calculer le nombre de
solutions (a1,...ax) € NFde ay +---+ax = n.
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Exercices

Exercice

Démontrer de maniére combinatoire que :

n\ n
k) \n—k
Exercice

Démontrer de maniére combinatoire :
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Solutions
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Solutions
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Exercices

Exercice On a une grille 3 x 7 et on peut colorier chaque case en
noir ou blanc. Montrer qu'il existe forcément un rectangle qui a ses
4 sommets (des cases de la grille) de la méme couleur.

Exercice Montrer que parmi 10 entiers inférieurs a 100, on peut
trouver 2 ensembles A et B disjoints et non vides de méme somme.
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Solutions
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Solutions
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