Cours en ligne gp E : Algébre (Aurélien)

Exercice 1
Soit £ > 2 un entier et a,b des réels. Montrer que a — b est un entier divisible par & si et
seulement si Vn € N¥,

lan] = |bn] (mod k)

Exercice 2
Quel en, en fonction de d, l'intervalle de longueur maximale I tel que pour tout a; € I, le
polynome P (z) = 2% + agq_1- 2?7 + ... + a17 + ap n’ai aucune racine réelle.

Exercice 3
Parmi 9 réels distincts, montrer qu’on peut en trouver 4 distincts «a, b, ¢, d tels que

(ac+ bd)? > 13<a2 + )2+ )

Exercice 4

Soit P un polynome régulier du plan a n sommets. Quel est le degré minimal d’un polyndéme
réel en deux variables qui s’annule en (z, y) si et seulement si (x, y) sont les coordonnées d'un
point de P?

Exercice 5
Montrer que pour tout M > 0 il existe A tel que pour tout d > A et tout polynome P unitaire
de degré d,il y a au plus d entiers n tels que |P(n)| < M.

Exercice 6
trouver tous les f de R dans R tels que Vz,y € R :

ff(x)+ f(x)f(y) = xf(y) + f(zy)

Exercice 7
Montrer que pour tout z,y, z réels, on a

2 (z+y)(y +2)
>
(z+y+=2) —1—2 T+ o —2] > xy+yz+ 2w

cyc

Exercice 8
Trouver tous les polynomes P et () tels qu’il existe une infinité de n entiers tels que
P(1)P(2)...P(n) = Q(n!)



