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Exercice 1 Soit n € N. Montrer que (n — 1)! = —1[n] si et seulement si n est premier.

Solution de l’exercice 1  On distingue quatre cas possible pour la décomposition de n en facteurs premiers.
n = pq, avec p < g <n Dans ce cas
(n=1)!=1-2...p...q...(n—1)
est un multiple de n, donc pas congru a —1 modulo n.
n=p%, p>=3 Dans ce cas,
(n—1!'=1-2...p...2p...(n—1)
est un multiple de 2n donc en particulier de n, donc n’est pas congru ¢ —1 modulo n.

n =4 On calcule directement
(n—1!=3=6%# —1[n=4]

n premier Dans ce cas on regroupe les éléments de Z/nZ, notés {1,...,n — 1}, par paires de la forme {a,a™'}.
Le seul élement qui est son propre inverse st n — 1 = —1 (en exercice pour le lecteur : vérifier ce point), donc
on a bien

(n—1=1-1...1-(n—1) = —1[n]

Exercice 2 A quelle condition un entier n € N posséde-t-il un multiple qui ne s’écrit qu’avec des 17
Solution de l’exercice 2
analyse supposons que n vérifie la propriété de ’énoncé et écrivons donc

_10F -1

-n=11...11
m-n 9

pour des entiers k,m. On voit immédiatement que n ne peut pas étre un multiple de 2 ou de 5, donc n est
premier avec 10.

synthése soit donc n premier avec 10. 10 est inversible modulo 9n, donc avec

k= (.dgn(].O)
on obtient 9n | 10 — 1, de sorte que 10];;1 soit un multiple de n qui ne s’écrit qu’avec des 1.
Exercice 3 Soit p un nombre premier et d un diviseur de p — 1. Calculer, modulo p, le produit des éléments

de Z/pZ dont lordre est exactement égal a d.

Solution de l’exercice 3  Remarquons que wy(a) = wy(a™t) : autrement dit, un élement et son inverse ont
toujours le méme ordre. Alors on distingue deux cas :

d # 2 Dans ce cas, tous les élements vérifiant wy(a) = d vérifient aussia # a~'. Les éléments vont par paire élément-
inverse dans le produit :



d =2 Dans ce cas, les éléments vont tous par paire, sauf —1 et le produit devient :

wp(a)=d

Exercice 4 Trouver les entiers (n,m) € N tels que
m20 + 11n

soit un carré parfait.

Solution de l’exercice 4  On suppose I’énoncé vérifié et on écrit m?° + 11" = a2, soit 11" = (a + m'%)(a — m'?)

pour a € N. En faisant la différence des deuz termes, on obtient qu’il existe des entiers o < [3 tels que a+ 3 =n et
2m!? =11 — 119 = 11°(11°7F — 1)

On distingue alors deuz cas :

B =0 Dans ce cas 2m'® = 11® — 1. Mais d’aprés le petit théoréme de Fermat, m'° est congru ¢ 0 ou 1 modulo 11.
Le seul cas possible est o = 0, ce qui donne n = 0. Il n’y a alors pas de solution (impossible de trouver deux
carrés consécutifs non nuls).

B >0 Dans ce cas, on écrit m = 11* - £ pour u,£ € N avec L A11 =1 (on met & part la puissance de 11 dans la
décomposition de m en facteurs premiers). Nécéssairement, 8 = 10u et 2010 = 1177 — 1, mais toute puissance
de £ est congrue a 1 modulo 11 donc il n’y a pas de solution de cette forme hormis £ =0 et a = 3.

En conclusion, les solutions sont les couples (2n,0) avec n € N quelconque.

Exercice 5
Soit p premier. Montrer qu’on peut trouver un diviseur premier ¢ de p? — 1 tel que I = 1[p].

Solution de l’exercice 5
On remarque que p? = 1[¢] = we(p)|p. On distingue deuzx cas :

we(p) =p Dans ce cas plo() =€ —1 et { = 1[p] comme on veut.
we(p) =1 Dans ce cas €lp—1. Or

PP=1=@-Dp" '+ +1)=@p-DK

pour un entier K € N. Il reste a montrer que K a des diviseurs premiers qui ne divisent pas p — 1.

On écrit donc

p—1 p—1
K= p=14> (p"-1)+@p-1)
k=0 k=1

p—1 k—1 .
=p+y (b= p
k=1 =0

=p=1p-1]

En particulier, K A (p — 1) = 1, donc on a méme le résultat plus fort que tous les diviseurs premiers de K ne
divisent pas p — 1, et il suffit de prendre { diviseur premier de K.

Exercice 6
Soit ny,...,ng € N* tels que n; 1|2 — 1 pour 1 < i < k (avec ng = ng). Montrer que ny = --- = ny = 1.

Solution de l’exercice 6

Si un des n; vaut 1, tous les autres aussi.

Sinon, on note p; le plus petit diviseur premier de n;. On a p;|2"—' — 1, donc wp, (2)|(p; — 1) Any—1. Si Uordre
n'est pas 1 (cas impossible), alors il y a un facteur premier de n;—1 qui divise aussi p; — 1. En particulier :

p1<p2<---<pp<p1

C’est absurde.



