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1 Exercices

1.1 Transformations du plan

Exercice 1. Soient un cercle I' et une droite D. Construire une droite paralléle
a4 D coupant le cercle I' en deux points situés & une distance a donnée.

Exercice 2. On considére trois droites paralléles Dy, Dy et D3. Construire un
triangle équilatéral A; As Az appartenant respectivement & Dy, Do, Ds.

Exercice 3. Soit AgA;As un triangle et Py un point du plan. On construit
une suite Pp, P», P35 de telle sorte que P soit I'image de P,_1 par la rotation
de centre Apy1 mod 3 €t d’angle 2?” Montrer que si Piggg = Py alors le triangle
AgAi Ay est équilatéral.

1.2 Inegalités.

Exercice 4. Soient a, b, ¢ et d quatre réels strictement positifs tels que a + b+
¢+ d = 1. Montrer que
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Exercice 5. Soit z, y et z des réels positifs vérifiant 23y%z = 1. Quelle est la

valeur minimale de x + 2y + 327

Exercice 6. Montrer que pour tout entier n,
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1.3 Polynomes.

Exercice 7. Déterminer tous les polynémes P & coefficients réels de degré k
possédant k zéros réels distincts et tels que P(a+ 1) = 1 pour tout a zéro de P.

Exercice 8. Trouver tous les réels a, b tels que (X —1)? divise aX* +bX3 +1.

Exercice 9. Soit P € R[X]. On suppose que P est de degré n tel que pour tout
entier k € [1,n+ 1] P(k) = . Calculer P(—1).



1.4 Ordres.

Exercice 10. Soit n € N* premier avec 10. Montrer qu’il existe un multiple de
n qui ne s’écrit qu’avec des 1.

Exercice 11. Trouver tous les n € N* impairs tels que n divise 3" + 1.

Exercice 12. Soit k un entier premier avec 6. Montrer qu’il existe un entier
n > 0 tel que k divise 2™ + 3™ + 6™ — 1.

1.5 Invariant et monovariants.

Exercice 13. Dans 'espace, on part de I’ensemble de 7 sommets d’un cube.
On s’autorise a remplacer un point par son symétrique par rapport a un autre
point. Peut-on atteindre le huitiéme sommet de cette facon ?

Exercice 14. La Reine d’Angleterre veut partager la Chambre des Lords de
fagon originale : chaque Lord ayant au plus trois ennemis (I'inimité est réci-
proque), elle veut partager la Chambre en deux groupes, chaque Lord ayant au
plus un ennemi dans son groupe. Est-ce possible 7

Exercice 15. Sur un tableau, on écrit n fois le chiffre 1. Une opération consiste
a choisir deux nombres a et b écrits au tableau, a les effacer et a écrire “T'H’ a
la place. Montrer que le nombre écrit au tableau au bout de n — 1 étapes est

supérieur ou égal a %



