PREPARATION OLYMPIQUE FRANCAISE DE
MATHEMATIQUES

MATHEMATIQUES

ENVOI 3 : ARITHMETIQUE
A RENVOYER AU PLUS TARD LE 13 FEVRIER 2023

Les consignes suivantes sont a lire attentivement :

- Le groupe junior est constitué des éleves nés en 2008 ou apres. Les autres éleves sont dans le
groupe senior.

- Les exercices classés “Juniors” ne sont a chercher que par les éleves du groupe junior.

- Les exercices classés “Seniors” ne sont a chercher que par les éleves du groupe senior.

- Les exercices doivent étre cherchés de maniere individuelle.
- Utiliser des feuilles différentes pour des exercices différents.

- Respecter la numérotation des exercices.

- Bien préciser votre nom en lettres capitales, et votre prénom en minuscules sur chaque copie.



1 Exercices junior

Z}Cercice 1. Soient a, b deux entiers. Montrer que ab(a — b) est divisible par 2.
Solution de l'exercice 1 On s’intéresse a la parité d’un produit, il est donc pertinent de faire une disjonc-
tion de cas sur la parité des entiers en jeu, ici a et b. On remarque alors la chose suivante :
e Si aou b est pair : alors ab est pair (le produit d’un nombre pair par un entier quelconque étant
pair) et donc ab(a — b) est bien divisible par 2.
e Sinon, si a et b sont tous les deux impairs, alors a — b est pair (en tant que différence de deux
impairs) et donc ab(a — b) est divisible par 2
Finalement, dans tous les cas, si a et b sont des entiers, alors ab(a — b) est divisible par 2.




Z}(ercice 2. Montrer qu’il existe une infinité de couples (m,n) d’entiers strictement positifs distincts
tels que m!n! soit un carré parfait.

Solution de I'exercice 2 On aurait envie de prendre m = n pour avoir m!n! = (n!)? et avoir un carré
parfait. Mais 1’énoncé force m = n.. Malgré cela, on voit déja un moyen de faire apparaitre naturellement
des carrés parfaits.

Supposons sans perte de généralité m > n (comme m!n! = n!m!, quitte a remplacer (m, n) par (n, m),
cane pose pas de probleéme). Alors mIn! = mx(m—1)x...x(n+1)xn!xn! = mx...x(n+1)x(n!)2
Alors m!n! sera un carré parfait si et seulement si m x ... x (n + 1) ’est. Le moyen le plus simple de
le faire, ¢’est de choisir m = n + 1 = k? pour un certain entier k (k > 2 car on veut m,n > 1). En effet
on a bien (k?)!(k? — 1)! = k2((k? — 1)!)? = [k(k?® — 1)!]2.

Finalement, pour tout k > 2 entier, (m, n) = (k2 k? — 1) convient, ce qui nous fournit bien une infinité
de couples de solutions.



‘Exercice 3. Trouver les triplets d’entiers (x,y, 1) tels que n? = 17x* — 32x2y? + 41y*.

Solution de l’exercice 3 On va montrer par descente infinie que (0, 0,0) est la seule solution.

Comme un carré ne vaut que 0 ou 1 modulo 3 (une fagon de le voir est de faire une disjonction de cas
sur les valeurs modulo 3), il est pertinent de tenter une étude modulo 3 pour essayer de voir ol ¢a nous
mene. Pour ce faire, on remarque que si (x,y, n) est solution, alors modulo 3, on a

n? = ' =2y’ —y' = —(x* +y*)*  (mod 3)

Ainsi, n? + (x? +y?)? est divisible par 3. Or un carré vaut 0 ou 1 modulo 3 donc la seule maniére qu’une
somme de carrés soit divisible par 3, ¢’est que chacun des termes le soit. Donc n et x* +y? sont divisibles
par 3. De méme il découle que x et y sont divisibles par 3.

En réinjectant dans 1’équation, on en déduit que 3* = 81 divise n? et donc 9 divise n, donc <§’ %, g)
est une autre solution. Or si on avait une solution avec x,y ou . non nul (et quitte a les changer en leurs
opposés, ce qui ne change pas les valeurs des carrés, positifs), on pourrait obtenir une suite strictement

décroissante d’entiers naturels, ce qui est absurde (c’est le principe de la descente infinie).

On en déduit que la seule solution potentielle est (0, 0, 0). Et réciproquement, on remarque que (x,y,n) =
(0,0,0) convient (les deux membres donnent 0).

L’unique solution de I’équation est donc (0, 0, 0).



Z}(ercice 4. Déterminer tous les entiers naturels n tels que 21 divise 22" + 2™ + 1.

Solution de 'exercice 4 Comme 21 = 3 x 7 et que 3 et 7 sont premiers entre eux, 21 divise 22" + 2™ +1
si et seulement si 3 et 7 divisent 22" + 2™ + 1.

Eliminons de suite le cas n = 0, qui donne 22 49204 1=4 qui n’est pas divisible par 21. On peut donc
supposer . > 0, en particulier 2™ est pair. Alors modulo 3 : 22" +2™" +1 = (1) + (-1)" +1 =
(—=1)™ + 2 (mod 3). En particulier 22" + 2™ + 1 est divisible par 3 si est seulement si n est pair. On
suppose donc désormais que cette condition est vérifiée.

Reste 2 traiter le cas de la divisibilité par 7. Modulo 7, les puissances de 2 sont 2° = 1,2! = 2,22 =
4,23 = 1 :1il s’agit donc d’étudier I’exposant modulo 3. Comme n est pair (par le cas précédent), on sait
déja que 2™ = 1 (mod 3) donc 22" = 2 (mod 7). On veut donc 2™ = —1 — 2 = 4 (mod 3), et donc
n =2 (mod 3) (et réciproquement sin = 2 (mod 3), comme n est pair alors 7 divise 22" + 2™ + 1).

On doit avoirn = 0 (mod 2),n = 2 (mod 3) : comme 2 et 3 sont premiers entre eux, le théoréme des
restes chinois donne qu’il existe une unique solution modulo 2 x 3 = 6, et on remarque que c’est n = 2
(mod 6).

En conclusion, les entiers naturels n qui conviennent sont exactement ceux qui vérifient n = 2 (mod 6).



Z}(ercice 5. Soitn € N*. Montrer que si 2n + 1 et 3n + 1 sont des carrés parfaits, alors 5n + 3 n’est
pas premier.

Solution de l'exercice 5 Supposons que 2n + 1 et 3n + 1 sont des carrés parfaits : on dispose de a, b
deux entiers strictement positifs (2n +1,3n + 1 > 0) tels que 2n + 1 = a? et 3n + 1 = b2 Ici, il s’agit
de remarquer que 51+ 3 =4 x (2n+ 1) — (3n + 1) = 4a® — b?. Pour trouver cette identité, on essaie
d’exprimer 5 a partir de 2 et 3 : il est naturel de prendre 5 = 2 + 3 mais cela ne donne pas 5n + 3, en
revanche on voitque 5 =4 x 2 — 3.

On peut donc écrire 5n+3 = (2a—b)(2a+b). Comme a,b > 02a+b > 2a—Db,et2a+b > 0. Ceci
force 2a — b > 0 (sinon on aurait 5n 4 3 < 0, ce qui est exclu). Il suffit donc de montrer que 2a—b > 1
pour conclure : on aura alors écrit 5n 4 3 comme produit de deux entiers strictement plus grands que 1,
et il ne pourra pas étre premier.

Maissi2a =b+1,5n+3=2a+b=4a—1donca’*=2n+1< = < 21 < 9qdonc a < 2.

Mais a = 1 donne 2n + 1 = 1 donc n = 0, absurde car n > 0. Ainsi 2a — b # 1.

On a donc bien montré que si 2n + 1 et 3n 4 1 sont des carrés parfaits (avec n € N*), alors 5n + 3 n’est
pas un nombre premier.



Z}(ercice 6. Trouver tous les nombres premiers p, q vérifiant p® +p> +2 = q? — q.

Solution de l'exercice 6 Ce qu’on connait pour des nombres premiers, ¢’est leurs propriétés de divisibi-
lité. Une expression développée n’est donc pas tres pratique pour étudier cela : on va d’abord chercher a
factoriser.

Remarquons que p° + p® + 2 = p3(p? + 1) + 2. On veut résoudre p*(p? + 1) = q% — q — 2. Mais on
reconnait alors q> — q — 2 = (q — 2)(q + 1) (si on ne le voit pas directement, on peut le trouver en
résolvant 42 — q — 2 = 0 avec la méthode classique utilisant le discriminant).

On veut donc résoudre p3(p% + 1) = (q —2)(q + 1). En particulier p® | (q —2)(q + 1). Alors pged(q —
2,g+1) =pged(q—2,9+1—(q—2)) = pged(q — 2,3) vaut donc 1 ou 3. Cela suggere d’étudier
d’abord le cas p = 3 : on obtient (q — 2)(q + 1) = 270, et en résolvant q> — q — 2 = 270 on trouve
g = 17 (qui est bien un nombre premier) et ¢ = —16 (qui n’est pas solution car ce n’est pas un nombre
premier). Donc lorsque p = 3, il y a une unique solution (p, q) = (3,17).

On peut donc supposer p # 3. En particulier, il ne divise pas pged(q — 1, q + 2), donc au moins un des
nombres ¢ + 1 et q — 2 est premier avec p, donc avec p>. Or p? | (q+1)(q —2) : donc d’apres le lemme
de Gauss, q + 1 ou q — 2 est divisible par p3. Or, p? ne peut pas diviser q — 2 parce que sinon, on aurait
(q—2)(q+1) = p*p® > p?(p? + 1), absurde. Ainsi p* | g + 1, et donc q — 2[p? + 1.

Mais les divisibilités qu’on vient d’obtenir montrent que p® < q+1 = (q—2)+3 < p?+1+3 = p?+4,
et donc p(p — 1) < 4. Or p?(p — 1) est strictement croissante en p, et en p = 2 on a égalité, donc le
seul cas possible est p = 2 (autrement dit, pour p > 2, ona p?(p — 1) > 4).

Lorsque p = 2, I’équation devient g2 — q — 2 = 40, en résolvant on trouve q = 7 (qui convient car 7 est
premier) et ¢ = —6 (qui ne convient pas car n’est pas un nombre premier).

Finalement, il y a deux solutions qui sont (p, q) = (2,7) et (p, q) = (3, 17).



Z}(ercice 7. Soit n > 2. Montrer qu’il existe des entiers a, b tels que, pour tout entier m, le nombre
m3 4+ am + b ne soit pas un multiple de n.

Solution de l'exercice 7 m?>+ am-+b est un multiple de 1 si et seulement si m?+am = —b (mod n).
On remarque alors qu’il suffit de trouver a tel que m? + am ne prend pas toutes les valeurs possibles
modulo n (et de prendre pour —b une des valeurs qui n’est pas prise). Comme m? + am modulo n ne
dépend que de m modulo 1, on peut se restreindrea 0 < m <n — 1.

Il s’agit de trouver un a tel que les 0> +a -0 (mod n),1*+a-1 (modn),...,(n—12+an—1)
(mod n) n’atteignent pas n valeurs distinctes (modulo n). Alors si on trouve m; # my entre 0 et n — 1
tels que mf +am; = mg + amy (mod n), les n — 2 autres valeurs de m modulo n donneront au plus
n—2 valeurs de m®+ am modulo n, donc au total, pour 0 < m < n—1, m®+ am prendra au plusn—1
valeurs sur mes 1 possibles : il y en aura bien une qui ne sera pas atteinte. Or 0° + a x 0 = 0 (mod n),
I’+ax1=a+1 (modn).Sia+1=0 (mod n), on sera dans la situation décrite ci-dessus.
Posons alors a = —1 (ou a = n — 1 si on veut a > 0). Alors m®+ am est nul si m = 0 ou m = 1. Donc
il existe c entier, 0 < ¢ <n—1,tel que pour tout 0 < m < n— 1, m® + am # ¢ (mod n). Posons
alors b =—c (oub =mn—csionveutb > 0), alors pourtout 0 < m < n — 1, m?3 + am + b sera non
nul modulo n, donc pour tout m entier, m® + am + b ne sera pas un multiple de n.

Ainsi, 1l existe bien de tels entiers a et b.



Z}(ercice 8. Trouver tous les entiers a, b, ¢ € N tels que 1517¢ + 15° = 1532°¢.

Solution de l’exercice 8 On commence par traiter les petites valeurs de c.

Sic=0,1517% 4 15° = 1 n’a pas de solution.
Si ¢ = 1, on doit trouver a, b tels que 1517 +15° = 1532. Si a > 2 ousi a = 0 il n’y a pas de solution.
Sia =1, alors 15° = 1532 — 1517 = 15 donc b = 1 : ceci fournit la solution (1, 1, 1).

On suppose maintenant ¢ > 2. En particulier 16 = 42 divise 1532¢ : ceci invite a étudier 1’équation
modulo des puissances de 2 plus petites que 16 pour éliminer la dépendance en c. On obtient alors
1+ (—=1)® =0 (mod 4) donc b est impair (en particulier, b > 1).

En réduisant modulo 8 : 15° = —1 (mod 8) (b est impair). On a alors 1517¢—1 = 5%—1 =0 (mod 8),
donc a est pair.

En réduisant modulo 5 (comme 5 divise 15, cela supprime la dépendance en b), on a 2¢ = 2¢ (mod 5),
donc a = ¢ (mod 4) (I’ordre de 2 modulo 5, est 4). Puisqu’on a montré que a était pair, c est pair.
Notons a = 2e et ¢ = 2d, alors d et e ont la méme parité (car 2e = 2d (mod 4) donc e = d (mod 2)),
et en réinjectant dans 1’équation de départ, on obtient 15° = (15329 — 1517¢)(1532¢ + 1517¢).

Remarquons alors que

(15329 4 1517¢) — (15329 — 1517°) = 2 x 1517 = 2 x 37° x 41¢

Or ni 37 ni 41 ne divisent 1532 donc 15324 — 1517¢, et 15324 — 1517¢ est impair. Par conséquent,
15324 + 1517¢ et 15324 — 1517¢ sont premiers entre eux, donc I’'un d’eux est 5° et I’autre est 3°.
Puisque 15329 + 1517¢ > 15329 — 1517¢, il s’ensuit que 15329 + 1517¢ = 5° et 15324 — 1517¢ = 3P,
Alors 3% + 5% = 215324, Si d > 2, le membre de droite est divisible par 16, mais on vérifie modulo
16 que le premier membre n’est jamais divisible par 16 (3* = 5* = 1 (mod 16) donc il suffit de tester
3%+ 5% = 2 (mod 16),3! + 5! = 8 (mod 16),3% + 5% = 2 (mod 16) et 3*> + 53 = 5 (mod 16)), ce
qui implique que d = 1 (car 2d = ¢ > 2) et donc e impair (d = e (mod 2)). Comme 15329 > 1517¢, il
s’ensuit que e = 1, mais 15329 — 15179 = 15 n’est pas une puissance de 3, d’oil une contradiction.

Finalement la seule solution est (a,b,c) = (1,1, 1).



Z}(ercice 9. Quentin et Timothé jouent a un jeu. D’abord, Quentin choisit un nombre premier p > 2,
puis Timothé choisit un entier strictement positif ny. Quentin choisit alors un entier n; > ny et calcule
s; = ng' + ny'%; puis Timothé choisit un entier n, > n, et calcule s, = n;? + nj'. Les joueurs
continuent de jouer chacun a leur tour, en choisissant au tour k un entier ny > ny_; et en calculant
sk =N '+ny*,. Le premier joueur a choisir un entier ny tel que p divise sy (s;+282+3s3+. . . +ksy)
gagne le jeu. Déterminer lequel de Quentin et Timothé possede une stratégie gagnante.

Solution de l'exercice 9 Nous allons montré que Timothé a une stratégie gagnante. Notons que Quentin
va choisir les no 1 et Timothé va choisir les nyy. On fait d’abord quelques remarques.

e Remarque 1 : Remarquons d’abord que si I’'un des joueurs choisit ny = 0 (mod p) et ne gagne pas a
cette étape, alors le joueur suivant gagne en choisissant ny 1 = 0 (mod p), caralors sy ; =0 (mod p),
et en particulier p divise sxy1(s1 + 282+ ... + ks + (k+ 1)sk41).

e Remarque 2: Pour a # 0 (mod p), aP~! = 1 (mod p) (Fermat). Alors si a,b > 1 sont deux
entiers tels que a soit divisible par p — 1 et congru a 1 modulo p et b n’est pas divisible par p, alors
a® +b%=1°+1=2 (mod p). On va donc chercher une stratégie de ce coté-la.

e Stratégie : On va montrer que la stratégie suivante fonctionne : pour k > 0, Timothé va distinguer deux
cas.

e Sik = 0 ou ngi_1 n’est pas divisible par p, alors Timothé choisit ng > N1 (resp. ng > 0)
de telle sorte que nox = 0 (mod p — 1) et ngy = 1 (mod p) (p,p — 1 sont premiers entre eux
donc par le théoréme des restes chinois, il existe un unique reste modulo p(p — 1) qui convient,
en particulier il existe bien de tels nombres aussi grands que 1’on veut.)

e Singy_; estdivisible par p, alors Timothé choisit ny, > Moy divisible par p.
Par la premicre remarque, dans le second cas si Quentin n’avait pas gagné, alors Timothé gagne a cet
instant. Dans le premier cas, si N1 n’est pas divisible par p, so, = 2 (mod p) (d’apres la deuxiéme
remarque). Donc si Timothé ne gagne pas a un instant donné, alors il a obtenu so, = 2 (mod p).
e On s’intéresse alors aux valeurs prises par Soi 1. On distingue deux cas.

e D’abord si a chaque étape, Quentin choisit ny 1 non divisible par p. Alors d’apres la deuxieme
remarque, il obtient s9i ;7 = 2 (mod p). Autrement dit, s,y = 2 (mod p) pour tout k, et donc
14+2s5+...+ ks =k(k+1) (mod p) et donc le premier k tel que cette quantité est divisible
par p est k = p — 1 (lemme d’Euclide), or p — 1 est pair (p > 2), donc c’est Timothé qui vient de
choisir, et c’est donc celui-ci qui gagne.

e Maintenant, si 2 un moment Quentin choisit ng, 1 divisible par p, (on considere que c’est la
premiere fois que Quentin choisit un tel nombre), en particulier 2k +1 < p — 1 sinon on a vu au-
dessus que Timothé gagne. Alors pour m < 2k, on a s, = 2 (mod p), et sox 1 = 1 (mod p).
Alors

S1+2sy+ ...+ (2k+1D)sgy1 =2k(2k+1) + 2k +1) = 2k + 1) #0 (mod p)

(car 1 < 2k+ 1 < p — 1), donc Quentin ne gagne pas a cette étape. Mais alors, comme évoqué
précédemment, en choisissant Ny o divisible par p, on a sy o = 0 (mod p) donc Timothé
gagne.
e Dans tous les cas, avec cette stratégie, Timothé va gagner, donc c’est Timothé qui a une stratégie
gagnante.

10



Exercices Seniors

Z}Cercice 10. Montrer qu’il existe une infinité de couples (m,n) d’entiers distincts tels que m!n! soit
un carré parfait.

Solution de I'exercice 10 On aurait envie de prendre m = n pour avoir m!n! = (n!)? et avoir un carré
parfait. Mais 1’énoncé force m # n.. Malgré cela, on voit déja un moyen de faire apparaitre naturellement
des carrés parfaits.

Supposons sans perte de généralité m > n (comme m!n! = n!m!, quitte a remplacer (m, n) par (n, m),
cane pose pas de probleéme). Alors mIn! = mx (m—1)x...x(n+1)xn!xn! = mx...x(n+1)x(n!)2
Alors m!n! sera un carré parfait si et seulement si m x ... x (n+ 1) I’est. Le moyen le plus simple de
le faire, ¢’est de choisir m = n + 1 = k? pour un certain entier k (k > 2 car on veut m,n > 1). En effet
on a bien (k?)!(k? — 1)! = k2((k? — 1)!)? = [k(k?® — 1)!]2.

Finalement, pour tout k > 2 entier, (m,n) = (k2 k? — 1) convient, ce qui nous fournit bien une infinité
de couples solutions.

11



Z}(ercice 11. Déterminer tous les entiers naturels n tels que 21 divise 22" + 2™ 4 1.

Solution de 'exercice 11 Comme 21 = 3 x 7 et que 3 et 7 sont premiers entre eux, 21 divise 22" +2™ 41
si et seulement si 3 et 7 divisent 22" + 2™ + 1.

Eliminons de suite le cas n = 0, qui donne 22 49204 1=4 qui n’est pas divisible par 21. On peut donc
supposer . > 0, en particulier 2™ est pair. Alors modulo 3 : 22" +2™" +1 = (1) + (-1)" +1 =
(—=1)™ + 2 (mod 3). En particulier 22" + 2™ + 1 est divisible par 3 si est seulement si n est pair. On
suppose donc désormais que cette condition est vérifiée.

Reste 2 traiter le cas de la divisibilité par 7. Modulo 7, les puissances de 2 sont 2° = 1,2! = 2,22 =
4,23 = 1:1il s’agit donc d’étudier I’exposant modulo 3. Comme n est pair (par le cas précédent), on sait
déja que 2™ = 1 (mod 3) donc 22" = 2 (mod 7). On veut donc 2™ = —1 — 2 = 4 (mod 3), et donc
n =2 (mod 3) (et réciproquement sin = 2 (mod 3), comme n est pair alors 7 divise 22" + 2™ + 1).

On doit avoirn = 0 (mod 2),n = 2 (mod 3) : comme 2 et 3 sont premiers entre eux, le théoréme des
restes chinois donne qu’il existe une unique solution modulo 2 x 3 = 6, et on remarque que c’est n = 2
(mod 6).

En conclusion, les entiers naturels n qui conviennent sont exactement ceux qui vérifient n = 2 (mod 6).

12



Z}(ercice 12. Soient k, m,n > 0 des entiers tels que m? + n = k? + k. Montrer que m < n.

Solution de l'exercice 12 1ly a des carrés : on aimerait faire apparaitre des expressions factorisées, et plus
particulierement des carrés parfaits. Remarquons alors que (2k + 1) = 4k? + 4k + 1 = 4m? + 4n + 1.
Onaalors 4m? +n+1 > 4m? = (2m)2. Alors (2k+1)? > (2m)? donc (2k+1)2 > (2m+1)% (iln’y
a pas de carré entre deux carrés consécutifs). D’oll, en redéveloppant : 4m? +4n + 1 > 4m? +4m + 1.

On obtient bien m < n, comme voulu.

13



Z}(ercice 13. Trouver tous les nombres premiers p, ¢ vérifiant p° + p? + 2 = g% — q.

Solution de l'exercice 13 En réarrangeant les termes et en factorisant, cela revient a résoudre p?(p? +
1) = (q—2)(q+1). En particulier p? | (q—2)(q+1).Or (q+1)—(q—2) = 3 donc pged(q—2, 3) vaut
1 ou 3. Cela suggere d’étudier d’abord le cas p = 3 : on obtient (q — 2)(q + 1) = 270, et en résolvant
q*—q—2 =270 on trouve q = 17 (qui convient) et ¢ = —16 (qui ne convient pas). Donc lorsque p = 3,
il y a une unique solution (p, q) = (3, 17).

On peut donc supposer p # 3. En particulier, il ne divise pas pged(q — 1, q + 2), donc au moins un des
nombres q+1 et q—2 est premier avec p*. Or p* | (q+1)(q—2) : donc q+1 ou q—2 est divisible par p*
(Gauss). Or, p? ne peut pas diviser  — 2 parce que sinon, on aurait (q—2)(q+1) > p?p? > p?(p2+1),
absurde. Ainsi p® | g + 1, et donc q — 2[p? + 1.

Maisp? < q+1=(q—2)+3<p?+1+3=p?+4,etdoncp?(p—1) < 4.O0rp?(p—1) est
strictement croissante en p, et en p = 2 on a égalité, donc le seul cas possible est p = 2 (autrement dit,
pourp > 2,onapi(p—1) > 4).

Lorsque p = 2, I’équation devient q> — q — 2 = 40, en résolvant on trouve q = 7 (qui convient) et
qd = —6 (qui ne convient pas).

Finalement, il y a deux solutions qui sont (p, q) = (2,7) et (p, q) = (3, 17).

14



Z}(ercice 14. Anna et Elie jouent a un jeu. On leur donne a tous les deux le méme ensemble A composé
d’un nombre fini d’entiers strictement positifs et distincts. Anna choisit un entier a € A secreétement. Si
Elie choisit un entier b (pas forcément dans A) et le donne a Anna, Anna lui donne le nombre de diviseurs
strictement positifs de ab. Montrer que Elie peut choisir b de sorte a retrouver a coup sur 1’entier choisi
par Anna.

Solution de l’exercice 14 Notons P I’ensemble fini des nombres premiers divisant au moins un élément
de A etn > 1 le plus grand entier tel qu’il existe a € A et p € P tels que p™|a. On peut remplacer
A par ’ensemble des entiers m dont les facteurs premiers sont tous dans P et tels que pour tout p € P,
Vp (m) < n. Elie propose un entier b de la forme Hpep pbp. Si Anna a choisi I’entier a, alors elle donne
a Elie I’entier Hp ep (bp +vp(a) +1). 11 suffit donc pour Elie de choisir les b, de sorte que tous les
HpEP (bp + a,) soient deux a deux distincts, pour tous les choix possibles de a,, entre 1 et n + 1 pour
chaque p € P.

On propose deux solutions.

Premiere méthode :

L’idée de cette construction est de forcer les factorisations en produits de facteurs premiers des [ [, (b, + a;)
a étre différentes pour tous les choix possibles des a,,. On veut faire en sorte que chaque b, + i pour

1 <1 < n+ 1possede un diviseur premier « distinctif », qui n’apparait que dans la décomposition en
produit de facteurs premiers de b, + 1, jamais dans celle d’un autre bg + .

Formellement, on choisit, pour chaque p € P et chaque 1 < i < n + 1, des nombres premiers deux a
deux distincts Qp i > n + 1. On construit les by, grice au théoréme chinois : pour chaque q € P distinct
de p et pour chaque 1 <1< n+1, Qq,ilby, et pourchaque 1 <i<n+1, b, =—i[Qp 4l

Avec cette construction, si g,p € Pet1 < i,j < n+1,alors Qg /b, + 1si et seulement si i = j et
P=4q.

En particulier, étant donnés des 1 < a, < n+ 1 pourchaquep € P,siq € P,1T = Hp cp (bp +ap) est
divisible par Qg ; si et seulement si j = a : ainsi IT détermine la famille (a,, ).

Deuxieme méthode :

La premiere construction était tres arithmétique et utilisait des nombres premiers. Celle qu’on présente
maintenant vient plus d’une idée de "taille". L'idée est que si I’on prend de gigantesques by, le pro-
duit H (bp + ap) ressemblera a I’écriture d’un certain nombre en une certaine base, dont les chiffres
donneront les a;.

Passons a la construction proprement dite. Le probleme tel que nous I’avons reformulé n’utilise plus
le fait que P soit constitué de nombres premiers : on renumérote ses €léments en 1,...,r. Montrons
que pour N > (n+1)", by = N2' convient. En effet, dans ce cas, on voit que le développement de
T = JTi_; (N?' + ;) écrit un nombre en base N dont le chiffre devant N2 —2~2" est exactement a; :
ainsi TT détermine la famille des (a;).
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Z}(ercice 15. Pour tout entier . > 1, on pose u, = 1!+ 2!+ ... +nl. Montrer qu’il existe une infinité
de nombres premiers divisant au moins 1’un des termes de la suite (u,, ).

Solution de l'exercice 15 Supposons I’inverse : alors il existe des nombres premiers p; < ... < py tels
que pour tout n > 1, u, := 14 2! + ... 4+ nl soit le produit des pfi(n), ou les a;(n) sont des entiers
positifs.

Sin > 1esttel que ai(n) < vy ((n+1)!), alors

ai(n+ 1) = Vpi(un—o—l) = Vpi(un + (Tl—I— 1)') = Vpi(un) = ai(n)

En particulier, a;(n + 1) < vy, ((n+ 2)!). En particulier, ou bien a;(n) > v, ((n + 1)!) pour tout n, ou
bien a;(n) est constante a partir d’un certain rang.

En particulier, en renommant et regroupant les p;, on dispose d’entiers N > 1, C > 1 et de nombres
premiers ¢; < ... < (s ne divisant pas C tels que pour toutn > N, u,, = C[[;_; q?i(n) et bi(n) >
Vg (m+1)1).

Soit maintenant n > N + C + 1 tel que n + 1 soit divisible par le produit des q;. Alors u,, = w1 +n!
et vg, (un) = bi(n) > vq,((n + 1)) > vq,(n!), donc vq, (un—1) = vgq,(n!). D’autre part, si p|C,
Vp (Un—1) =vp(C) < vp(n!), donc uy—1nl.

Il reste 2 montrer que pour tout n assez grand, w,, ne divise pas (n + 1)!.

Eneffet,sin > 2, nu, >n-nl+n-(n—1)=(n+1) -n! = (n+ 1)l D’autre part, si n > 4,

Mm—Du, = M=—nl+n—1)n—-1D)'+n—-1)n—-2)+n—-1)Y 12«
= nnl+n—1)n-3) - Mm=3)!<(n+1)-n!

= (n+4+1)!
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Z}(ercice 16. Soient n > 2 et p un nombre premier impair. Soit U I’ensemble des entiers positifs

inférieurs ou égaux a p™ et premiers avec p et soit N = |U|. Montrer qu’il existe une permutation

(14 N e _ .
ai,...,ayn des éléments de U telle que Zk:l arayy (avec an; = a;) soit divisible par p™ ! mais
pas par p™.

Solution de 'exercice 16

On commence par traiter le cas p = 3, dont la solution est différente. Soit g € U un générateur modulo
p™, on pose a; = g~ ! (mod p™). Comme g% — 1 est divisible par 3, la somme considérée S vérifie
(g>—1)S= Zil (g% — g* 1) = g(g*™ — 1)[p™"']. Donc pour que v, (S) = n — 1, il faut et suffit
que v, (g*N —1) = n (g est premier avec p). Puisque g™ = 1[p™] (par Euler-Fermat), il suffit de montrer
que v, (gN — 1) = n. Mais par LTE, v, (gN — 1) =v,(g"/P —1) + 1 <n+ 1,donc v, (gN — 1) < n,
de sorte que v, (gN — 1) = n, ce qui conclut.

Supposons maintenant p > 3 : Soient by, ..., by,,—; € U des entiers représentant exactement une fois
chaque classe de congruence modulo p™~!, ainsi m = N/p = p™2?(p — 1) (et on pose b, = by). On
considere la permutation

b07b0 +pn71ab0 + 2pn717 s 7b0 + (P - 1)pn71a
b17bl +pn717 s >bl + (p - 1)pn717
By, bt by + (p— 1p™

(les additions sont toujours a effectuer modulo p™).
Alors la somme correspondante S est congrue modulo p™ a

m—1 m—1 m—1p—2 m—1
Si=) bbbty (p—Up bt Y Y bip" 2k 1+ (p—1) ) b
i=0 i=0 i=0 k=0 i=0

. Comme la somme des b; est divisible par p et la somme des b% par p“_l, S = Sylp™], ot Sy =
Z?;Bl bibip — Z?;Bl bi.

Soit alors g € U une racine primitive modulo p™ : prenons b; = g (mod p™). Alors (g + 1)S, =
(g+1) Zi”;l (g% —g*) = (g™ — 1)[p"]. D’apres LTE, v, (g°™ — 1) > 1 + v, (%) =n-—1
(puisque p—1|m, p|gP~* —1 par Fermat, et N = p™~!(p—1)), mais comme 2m < N, v, (g*™—1) <n,
donc vp(gzm —1) =n—1. De plus, puisque p > 3, g + 1 est premier a p, et donc v, (S2) =n—1,d’ ot
Vvp(S)=n—1.
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Z}(ercice 17. Soit (an)n>1 une suite d’entiers strictement positifs telle que a; et a, soient premiers
entre eux et, pour toutn > 1, a,, o = a,a,41 + 1. Montrer que pour tout entier m > 1, il existe n > m
tel que a | alr. Le résultat est-il encore vrai lorsque m = 17?

Solution de l'exercice 17 D’abord, a,, > 0 pour tout n > 0.
On commence par une observation : soit n > m treés grand (disons, n > (m+1)(a, +1)). Alors alt|al
si et seulement si pour chaque nombre premier pla,, p|a,. Cette idée justifie le lemme qui va suivre :

Lemme : soit (1, ) >0 1a suite modulo un nombre premier p telle que uy = 0, u; = 1 et pour toutn > 0,
Unio = UpUnig + 1. Alors u est périodique.

Preuve : soit v, = (Un,Wn1); alors u est périodique deés que v est périodique. Comme v, dépend
uniquement de v,,, v est périodique des qu’il existe N > 1 tel que viy = vo. Si N > 1 est tel que un = 0,
alors la relation de récurrence montre que un;; = 1 = u; et donc vy = vg. Par conséquent, pour
montrer que u est périodique, il suffit de montrer qu’il existe N > 1 tel que un = 0.

Supposons donc que le seul entier n tel que u, = 0 soit n = (0. Alors comme Vv est a valeurs dans un
ensemble fini, il existe un entier n > 0 minimal tel qu’il existe un entier m > n tel que v,, = v,,,. En
particulier, u,,, = u, et m # 0, donc u,,, # 0, etdonc u,, # 0etdoncn > 0. Alors m+1>n+1> 2
etUni1 = Umni,doncuy jup+1=uyn jun+1,doncu, (U, 1—Umy 1) = 0, d oli, comme u,, # 0,
Un_1 = Wy, de sorte que v, 1 = v_1, ce qui contredit la minimalité de n. [J

Revenons a notre preuve. Lorsque m > 1, pour chaque facteur premier p de a,,,, 1 = Qm_1am+1 =
1lp], (amin (mod p))n>o satisfait les hypotheses du lemme, donc il existe N, > 1 tel que que pour
toutn = 0, Qmin = am+n+Np[p]-

Soit N le produit des N, (ou p parcourt les facteurs premiers de a,,) : alors, sin > 0, tout divi-
seur premier p de a,, divise a,,nN. En particulier, si n > ma,,, am!am“‘N (parce que si plan,,

TN N N> 4 " m-+nN
vplaminn) = m+nN 2> may > vp(am)).

Le résultat est faux pour m = 1 : prenons a; = 155, as congru a 4 modulo 5 et congru a 29 modulo 31.
On vérifie alors que a,, est divisible par 5 si et seulement si n = 1 et n = 4[7], alors que a,, est divisible
par 31 si et seulement si n = 1 ou n = 5[7], donc si n > 1, a,, n’est jamais divisible par 5 et 31, et donc
155 ne divise pas ay.
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Z}(ercice 18. Déterminer toutes les fonctions f : N* — N* telles que :
(i) Les entiers f(1),f(2), ... sont premiers entre dans leur ensemble.
(i1) Il existe N > 1 tel que pour tout n > N, f(n) # 1 et pour tous a,b € N*,

n—1

fla)™ | fla+b)*" " —f(b)®

Solution de l'exercice 18 Soit f une solution. Comme les valeurs de f sont premieres entre elles dans
leur ensemble, si f est constante, elle égale 1, ce qui est exclu.

Avec a = 1, on voit que f(1)"|f(b + 1) — f(b) pour tout b > 1 et tout n assez grand. Comme f est non
constante, il existe b tel que f(b + 1) # f(b). Il s’ensuit que (1) = 1.

Soit a > 2, il existe un t > 0 tel que f(1 + (t + 1)a) # f(1 + ta) (car, pour t assez grand, f(1 + ta) #
1 =f(1)):soitb =1+ ta. Pour tout n > 1 assez grand, f(a)™f(a +b)*" " —f(b)*" .

Soit p un nombre premier divisant f(a). Alors il existe un 1 > 1 tel que p|f(a + b)e' — f(b)". Pour
n > 1, par LTE, la valuation p-adique de f(a +b)®" " —f(b)*" est v, (a™ ') 4 C pour une certaine
constante C qui ne dépend que de f, a, b, | (mais pas de n).

Donc pour n > Lassez grand, v, (a™ ') 4+ C > v, (f(a)™), donc (n —1—1)v,(a) + C = nv,(f(a)),
d’ou v, (f(a)) < vp(a).

Par conséquent, pour tout a > 1, f(a)|a.

En particulier, si a est premier, f(a) vaut 1 ou a, et est égal a a sauf pour un nombre fini de nombres
premiers.

Soit a un nombre premier tel que f(a) = a : pour tout b > 1 et tout n assez grand, a™|f(a + b)*" ' —

f(b)*" '. En particulier, f(a+b) = f(b)[a] : ainsi, la classe de congruence de f(b) modulo a ne dépend
que de b modulo a.

On va montrer que f est I’identité. Soit u > 2, soit P I’ensemble fini des nombres premiers p tels que
p < uou f(p) = 1. Supposons qu’il existe un nombre premier q ¢ P et un entier n tels que qn — w et
f(n) =n.

Alors q|f(n) —f(u), et donc gln — f(u), d’ou qlu— f(u). Comme 0 < u—f(u) < u < g, on en déduit
que f(u) =w.

On propose trois méthodes, de la plus élémentaire a la moins élémentaire, d’exhiber un tel couple (g, n).

Premiere méthode (completement élémentaire) :

Soit TT le produit des nombres premiers de P, et soit N > 1 tel que pour tout p € P, p™ ne divise pas
u—1.

Supposons que . > TTN +u soit congru a 1 modulo TTN et tel que f(n) = n. Alors, sip € P,v,(n—u) <
N, et n —u > TTV, de sorte que 1 — u possede un diviseur premier g ¢ P, et on a gagné.

Soit n un produit de nombres premiers deux a deux distincts, tous hors de P. Alors, si p|n est un diviseur
premier, n = plp] et f(p) = p, donc p|f(n) — f(p), d’ou p|f(n). Comme f(n)n, on en déduit que
f(n) =n.

Comme il existe une infinité de nombres premiers, il existe une progression arithmétique C de raison TTV
et de premier terme premier a IT et contenant une infinité de nombres premiers. En prenant pour n le
produit de ¢ (TTN) premiers q € C tels que g > TTN + u, n convient.

Deuxieme méthode (il y a des prérequis, mais ils sont élémentaires et relativement classiques) :

On reprend les notations et le raisonnement de ce qui précede : on cherche a construire un entier n >
TN + 1 congru a 1 modulo TTN tel que f(n) = n.
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Il est connu (du moins, classique et relativement élémentaire) que si @pn est le TTN-iéme polyndome
cyclotomique, il existe une infinité de nombres premiers n divisant une valeur de @pn, et ceux qui ne
sont pas dans P sont congrus a 1 modulo TTN et vérifient f(n) = n. On peut en choisir un qui est
strictement supérieur 2 TTN + 1.

Troisieme méthode (utilise un théoreme relativement classique, mais dont aucune démonstration acces-

sible au niveau olympique n’est connue) :

Soit q ¢ P premier : alors f(q) = . D’apres le théoreme de Dirichlet, il existe un nombre premier
P > u+ g congru 2 u modulo g tel que f(p) = p. Alors le couple (g, p) convient.

Ainsi, I'identité est la seule solution potentielle. Réciproquement, 1’identité vérifie la premiere condition
etsia,b > 1etn > 2, alors par LTE, pour tout nombre premier pla, v, ((a + b — b)) >

vp(a) +vp(a™ 1) =v,(a™), donc a™|(a+b)®" " — b, et donc I'identité est solution.
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