PREPARATION OLYMPIQUE FRANCAISE DE
MATHEMATIQUES

MATHEMATIQUES

ENVOI 3 : ARITHMETIQUE
A RENVOYER AU PLUS TARD LE 17 FEVRIER 2022

Les consignes suivantes sont a lire attentivement :

- Le groupe junior est constitué des éleves nés en 2007 ou apres. Les autres éleves sont dans le
groupe senior.

- Les exercices classés “Juniors” ne sont a chercher que par les éleves du groupe junior.

- Les exercices classés “Seniors” ne sont a chercher que par les éleves du groupe senior.

- Les exercices doivent étre cherchés de maniere individuelle.
- Utiliser des feuilles différentes pour des exercices différents.

- Respecter la numérotation des exercices.

- Bien préciser votre nom en lettres capitales, et votre prénom en minuscules sur chaque copie.



Exercices Juniors

Z}Cercice 1. Montrer que pour tout entier 1, le nombre n® — 7n est divisible par 6.

Solution de l'exercice 1 Une premiere approche est de regarder 1’expression modulo 6 :

n—m=n—n=mn-1nn+1) mod6

donc il suffit de montrer que 6 divise (n — 1)n(n + 1). Or parmi trois nombres consécutifs, au moins
un est divisible par 2 et au moins un est divisible par 3. Ainsi comme 2 et 3 sont premiers entre eux,
6 | n® —n et donc 6 divise n® — Tn.

Une deuxieéme approche qui fonctionne aussi ici consiste aussi a regarder I’expression 1> — 7n et de
montrer a la main que celle-ci est toujours nulle en faisant une disjonction de cas sur les valeurs que peut
prendre n modulo 6.

n nd—7n

0 02—7-0=0+0=0

1 P—-7-1=1—-1=0

2 28 -7.2=8-2=0

3 3P¥—-7-3=3-3=0
4=-2|(2P2-7-(-2)=-2+2=0
5=—1|(-1P2—=7-(-1)=—-1+1=0

Ainsi, quelle que soit la valeur de n modulo 6, n* —7n = 0.

Commentaire des correcteurs : L’ exercice est tres bien résolu.




‘Fxercice 2. Soient a, b, ¢ trois entier tels que 7 divise a2 + b2+ c2. Montrer que 7 divise a* + b*+c*.

Solution de l'exercice 2

Les carrés modulo 7 valent 0, 1,2, 4. On cherche donc toutes les sommes de trois de ces nombres étant
divisible par 7. Apres avoir testé toutes les possibilités, on s’apercoit que les seuls ensembles de trois
carrés modulo 7 dont la somme est divisible par 7 sont {0, 0,0} et {1, 2, 4}.

Onalors a*+b*+¢c* = 02402402 =0 mod Toua*+b*+c?* =12+22+42=14+4+16=0 mod 7

Dans les deux cas, a* + b* +¢c* =0 mod 7, comme désiré.

Commentaire des correcteurs : 1.exercice est tres bien résolu.




‘Fxercice 3. Soit a,b, ¢ > 1 des entiers tels que a® | b et a® | ¢®. Montrer que a2 | be.

Solution de I'exercice 3

Nous allons regarder les valuations p-adiques de chacun des nombres premiers a, b et c. En effet, il suffit
de montrer que pour tout nombre premier p, on a 2v,(a) = v, (a?) < v, (be) = v, (b) + vy (c).

Soit p un nombre premier. L’hypothése que a® | b¢ se traduit en terme de valuation p—adique par

b
bv,(a) < cvp(b), ou encore vy (a) < %vp (b). De méme, on obtient que vy, (a) < Evp(c).

En multipliant les deux relations, on trouve que vy, (a)® < v, (b)v, (c). On a donc, d’apres I'inégalité des
moyennes :
vy (b) +vp(c)

2
ce qui donne bien 2v,, (a) < vp(b) + v, (c) comme voulu. Ceci étant vrai pour tout premier p, on a bien
a? | be.

vp(a) < 4/vp(b)vplc) <

Commentaire des correcteurs : L’exercice est tres bien résolu.




Z}(ercice 4. Trouver tous les couples d’entiers naturels non nuls (x, n) tels que

3.2 4+4 =n?

Solution de l'exercice 4 Pour x = 0, I’équation devient n? = 7 qui n’a pas de solution. Supposons x > 0,
on factorise : 3-2* = (n — 2)(n + 2). Le membre de gauche est pair donc le membre de droite est paire.
Les deux facteurs du membre de droite sont de méme parité donc ils sont tous les deux pairs et on a deux
cas:

— Cas1: 3-2° =n—2et2® =n+2, avec a + b = x. On peut combiner ces deux équations
pour trouver 2° = 329 + 4. Notons que n. + 2 et n — 2 ont pour différence 4 donc ils ne peuvent
pas étre tous les deux divisibles par 8. Onadonc a < 2oub < 2. Or 2 > 4, doncb > 2eton
déduit que a < 2.Sia =0,2° =3 +4 = 7 ce qui n’est pas possible. Sia =1,2° =6+4 = 10
ce qui n’est pas possible non plus. Si a = 2, alors 2° = 12 + 4 = 16 donc b = 4. On obtient
x = 6 et n = 14. réciproquement, on vérifie que 3 - 2° + 4 = 196 = 142 et le couple (6, 14) est
bien solution.

— Cas2: 3-2%=mn+2et2® =n—2,avec a + b = x. Les deux équations combinées donnent

2b + 4 =3-2% De méme que précédemment,onaa < 2oub < 2.

1. Sib < 2,alorsb=0,1ou2. Sib=0,alors 5= 3-2%ce quin’est pas possible. Sib =1,
6 =3-2%ta=1,s0itx = 2etn = 4 et on vérifie que 3 - 22 +4 = 16 = 4% et (2,4) est
bien solution. S1 b = 2, alors 8 = 3 - 2¢ ce qui n’est pas possible.

2. Sia<2alorsa=0,10u2.Sia=0,2"+4=3<4ce qui n’est pas possible. Sia =1, on
retombe sur le cas ou b = 1 et sur le couple (2,4). Si a = 2,2 +4 = 12 donc b = 3. Ceci
donne x = 5 et n = 10. Réciproquement, on vérifie que 3 - 2° + 4 = 100 = 102 et (5, 10) est
bien solution.

Ainsi I’ensemble des couples (x, n) solutions est {(2,4), (5, 10), (6,14)}

Commentaire des correcteurs : L’exercice est globalement bien résolu, mais de nombreux éleves ou-
blient des cas, ou oublient tout simplement de vérifier les solutions trouvées, chose pourtant cruciale
dans une équation diophantienne.



Z}(ercice 5. Un ensemble E d’entiers strictement positifs est dit intéressant si pour tout n > 1 et pour
tous Xq,...,Xn des éléments de E deux a deux distincts, leur moyenne arithmétique % (x1+...4+%xn)

1 )
et leur moyenne géométrique (x; - ... X, )™ sont des entiers.
1. Existe-t-il un ensemble E intéressant contenant exactement 2022 éléments ?

2. Existe-t-il un ensemble E intéressant infini ?

Solution de l'exercice 5
1) Pour commencer, on peut remarquer que si n > 1, alors dés que xi,...,x, > 1 sont des entiers tous

. X ) 1
multiples de n, chacun des nombres 7K est un entier, de sorte que leur somme — (x; + ...+ X, ) est
n

un entier. De méme, si n > 1, alors dTéLs que Xxi,...,Xn = 1 sont des entiers tous puissances n-iemes
parfaites, chacun des nombres xt/ ™ est entier, de sorte que leur produit (x; X ... X X;) ™ est un entier.

Pour trouver un ensemble E intéressant contenant exactement 2022 éléments, il suffit donc que pour tout
1 < n < 2022, tous les éléments de E soient a la fois des multiples de . et des puissances Mn-iemes
parfaites. Pour cela, il suffit que tous les éléments de E soient a la fois des multiples de 2022!, et des

puissances 2022!-iémes parfaites. Ainsi, E = {(2022!)%2022' /1 < k < 2022} convient.

2) Nous allons montrer qu’il n’existe pas d’ensemble intéressant infini. En fait, on va montrer qu’il
n’existe méme pas d’ensemble infini d’entiers strictement positifs vérifiant I’hypothese sur les moyennes
arithmétiques. En effet, supposons par I’absurde qu’un tel ensemble infini E existe, ¢’est-a-dire que pour
toutn > 1etxy,...,xn € E deux a deux distincts, la moyenne arithmétique % (X1 + ...+ %xn) est
un entier. Soit a < b deux éléments quelconques de E et n > 2. Choisissons x; < ... < X, des
éléments deux a deux distincts de E, et distincts de plus de a et b. L’hypothese appliquée successivement
aux n-uplets (xq,...,Xn_1,a) et (xq,...,Xn_1,b) assure que n divise a la fois x; + ... +x, 1 + aet
X1+...+xn_1+b. Ainsi, n divise la différence de ces deux nombres qui vaut a —b. Ceci étant vrai pour
tout n > 2, 'entier a — b admet un nombre infini de diviseurs. Il est donc nul, c’est-a-dire que a = b.
Ceci est en contradiction avec notre hypothese de départ, un tel ensemble E n’existe donc pas.

Commentaire des correcteurs : La premiere question de 1’exercice est plus souvent traitée que la deuxieme.
Attention, plusieurs éleves y construisent un ensemble dont les moyennes arithmétique et géométrique
de tous les éléments de I’ensemble sont entieress, mais pas les moyennes des éléments de n’importe quel
sous-ensemble.




Z}(ercice 6. Soit p un nombre premier. Montrer qu’il existe une permutation (ay, ..., a,)de (1,...,p)
telle que les entiers a;, a; - as,...,a; - Az - ... a, donnent p restes deux a deux distincts lorsque qu’on
réalise leur divison euclidienne par p.

Solution de l'exercice 6 On peut étre trés optimiste sur cet exercice et vouloir que a;as---ax = k
mod p pour tout k compris entre 1 et p. Il faut donc que a; = 1 et pour tout k # 1 :

ax = e B S mod p
k: pu—
ag:---ax—1 k—1

a . .. .. ..
ou I’on note 5 tout nombre entier dont le reste ¢ par la division euclidienne par p vérifie cb = a mod p,

qui existe toujours dés que b est non nul. Ainsi, pour k # 1, on peut poser ay I’élément de {1,...,p}
vérifiant (k — 1)axy =k mod p.

Il reste juste a vérifier que tous les nombres ay que 1I’on a formés sont bien deux a deux distincts, et ainsi
que {ai, ..., a,} est bien une permutation de {1, ..., p}. Supposons qu’il existe i < j tels que a; = aj.
Sii=1, pour toutj > 2, ]—}1 # 1 mod p. Sinon ﬁ = —}1 implique que ij —j = 1j — 1, soit1 =j
mod p, ce qui est en contradiction avec notre hypothese de départ.

Ainsi tous les ay sont différents modulo p. Etant donné qu’il y a p termes dans la suite et p éléments

dans{1,2,---,p}, (ai,as,---,a,) est une permutation de (1,2,---p).

Commentaire des correcteurs : Lexercice a été peu traité. Avoir I’'idée de créer une permutation telle
que a;ay...a; =1 mod p était I’'idée principale du probleme. Pour la mettre en oeuvre, il fallait une
bonne compréhension de la notion d’inverse modulo p, et c¢’était le cas de la plupart des éleves qui ont
rendu une solution.




Z}(ercice 7. Soitn > 1 un entier. Trouver tous les diviseurs d > 1 de 3n? tels que n? + d soit un carré
parfait.

Solution de l'exercice 7 Soit d > 1 un diviseur de 3n? tel que n? + d soit un carré parfait. Puisque
n? <n?+d<=n?+3n%=(2n)?% ilexiste k € [1,n] tel que n? + d = (n + k). En simplifiant, on
obtient d = 2kn + k2, de sorte que k(k + 2n) | 3n%

Notons & = ged(k,mn) > 1. On dispose d’entiers {, m > 1 premiers entre eux tels que avec k = «l,
n = oom. La relation de divisibilité précédente s’écrit alors, apres simplification, £(£ +2m) | 3m?2. Or on
aged(f+2m,m) = ged(f+2m —2m, m) = ged(f, m) = 1, ¢’est-a-dire £ + 2m premier avec m, donc
avec m2. Comme £ + 2m | 3m?, on a par le lemme de Gauss { + 2m | 3, ¢’est-a-dire { + 2m € {1, 3}.
Mais £, m > 1 donc £ + 2m > 3. Autrement dit, { + 2m = 3 et donc nécessairement, { = m = 1. Alors
k=n=aetd=k(k+2n) = 3n

Réciproquement, d = 3n? convient puisque c’est un diviseur de 3n? et que n? + 3n? = (2n)2.

Commentaire des correcteurs : 1.exercice est peu traité. Toutes les copies ont la bonne intuition de
I’unique solution. D’autres démonstrations que celle du corrigé ont été proposées par des éleves (elles
passent notamment par la parité des valuations p-adiques pour p premier et en trouvant les m tels que

mT*?’ est un carré de rationnel).




Z}(ercice 8. Un ensemble A d’entiers est dit admissible s’il vérifie la propriété suivante : pour tous
X,y € A (non nécessairement distincts), et pour tout k € Z, on a x> + kxy +y? € A.

Déterminer tous les couples d’entiers non nuls (m, n) tels que le seul ensemble admissible contenant a
la fois m et n soit Z.

Solution de l'exercice 8 Remarquons que si d = ged(m,n) > 1 alors I’ensemble A des multiples de d
est un ensemble admissible contenant n et m mais n’étant pas égal a Z. En effet, si x et y sont multiples
de d, alors pour tout entier k, x? + kxy + y? est bien divisible par d et est dans A. On déduit que les
couples (m, n) recherchés doivent vérifier gcd(m,n) = 1.

Réciproquement, soient m et n des entiers tels que ged(m,n) = 1. Montrons que tout ensemble ad-
missible contenant m et n est Z. Soit A un ensemble admissible contenant m et . Remarquons que si
x € A, alors I’hypothése nous donne que pour tout entier k, I’entier x? + kx - x +x? = (k+2)x? est dans
A. On déduit que tout multiple de x? est dans A si x est dans A.

Notons que si ged(m,n) = 1, alors on a aussi gcd(m?,n?) = 1. D’apres le théoréme de Bezout, on
dispose donc d’entiers 1, v € Z tels que um? +vn? = 1. Comme um? et vn? sont dans A, en appliquant
I’hypothése a x =um?,y =vn?etk =2, 0na

2 2
(um?)” +2um’vn® + (vn®)" = (um* +vn’)’ =1>=1€ A
Par conséquent, Vk € Z, k- 12 € A. Ainsi A = Z et le seul ensemble admissible contenant m et . est Z.
Les couples recherchés sont donc les couples d’entiers (m, n) premiers entre eux.
Commentaire des correcteurs : Parmi les éleves ayant rendu une tentatives, on trouve beaucoup de solu-
tions completes. Parmi les solutions non completes, la plupart des éleves ont deviné la nature des couples

solutions et ont réussi a montrer que si 1 est dans A, alors A = 7Z. Avoir été si loin dans ce probleme
difficile est déja tres bien !




Z}(ercice 9. Déterminer tous les triplets d’entiers naturels (a, b, c) tels que

al +5° = 7°.

Solution de l'exercice 9 Un premier réflexe a avoir est de regarder les petites valeurs de a, b et ¢ que
I’on peut trouver dans une solution (a, b, c).

Tout d’abord, sia = Ooua = 1, alors al = 1,donc 0 = a! +5° = 7¢ = 1 (mod 2), ce qui est
impossible. On en déduit que a > 2.

Puis, si a > 7, alors 5° = a! 4+ 5% = 7¢ (mod 5) et 5° = a! +5° = 7¢ (mod 7), donc b = ¢ = 0. Mais
alors a! +5° = al + 1 # 1 = 7¢, ce qui est impossible. On en déduit que 2 < a < 6.

Supposons maintenant que b < 1. Alors

7¢ = al +5° € {2,6,24, 120,720} + {1, 5} = {3, 7, 11,25, 29, 121, 125, 721, 725}.

Dans ce dernier ensemble, seul 7 lui-méme est une puissance de 7. On en déduit les deux triplets solutions
(a,b,c) =(2,1,1) et (3,0, 1), qui sont les deux seules solutions pour b < 1.
On s’intéresse enfin aux cas ou b > 2. Alors a! = al + 5° = 7° (mod 25). Or, comme 72> = —1
(mod 25), on sait que 7¢ = 1,7,—1 ou —7 (mod 25) (selon que ¢ = 0,1,2 ou 3 (mod 4)) et que
al = 2,6,—1,—5 ou —5 (mod 25) (selon que a vaut 2,3,4,5 ou 6). Cela signifie donc que a = 4 et
c =2 (mod 4).
Mais alors (—3)° = a!+5° = (—1)¢ = 1 (mod 8), ce qui signifie que b est pair. On pose alors 3 = b/2
ety = c/2, de sorte que

24 =al =7°—5° = (7Y +5P)(7Y —5P).

On en déduit notamment que 7Y + 5B < 24, donc quey < letc < 2. Comme ¢ = 2 (mod 4), cela
signifie que ¢ = 2, donc que 5° = 7¢ — a! = 49 — 24 = 25 = 52
Les solutions recherchées sont donc les triplets (a,b,c) = (2,1,1), (3,0,1) et (4,2, 2).

Commentaire des correcteurs : Globalement bien traité pour ceux qui I’ont rédigé, le principal souci de
cet exercice consistait a bien se ramener a a < 7, et a travailler modulo la bonne puissance de nombre
premier, ici 25, ce qui a été plutdt bien trouvé. Il faut bien faire attention aux cas limites (b = 0, ¢ = 0).

10



Exercices Seniors

Z}Cercice 10. Soit a,b,c > 1 des entiers tels que a® | b€ et a¢ | ¢®. Montrer que a? | bc.

Solution de ’exercice 10 Nous allons regarder les valuations p-adiques de chacun des nombres premiers
a,b et c. En effet, il suffit de montrer que pour tout nombre premier p, on a 2v,(a) = vp(a?) <
vp(be) =vp(b) +vp(c).
Soit p un nombre premier. L’hypothése que a® | b¢ se traduit en terme de valuation p—adique par
c .

bv,,(a) < cvp(b), ou encore vy (a) < va (b). De méme, on obtient que vy, (a) < va(c).
En multipliant les deux relations, on trouve que vy, (a)? < v, (b)v,,(c). On a donc, d’apres I'inégalité des
moyennes :
vy, (b) +vp(c)

2

ce qui donne bien 2v;, (a) < vp(b) + v, (c) comme voulu. Ceci étant vrai pour tout premier p, on a bien
2
a“ | be.

vp(a) < y/vp(b)vp(c) <

Commentaire des correcteurs : Le probléeme est globalement bien réussi. Une poignée d’éleves s’est
trompée en affirmant que si a divise b€¢, alors a divise b. Cette affirmation peut étre réfutée en regardant
a=25,b=10etc = 2.

11



Z}(ercice 11. Trouver tous les entiers 1 > 1 tels que

6t —1]7 —1.

Solution de l'exercice 11 Soit n un éventuel entier vérifiant 6™ — 1| 7™ — 1.
Onab=6—1]6™—1",donc 5| 7™ — 1. On calcule donc les puissances de 7 modulo 5 :

n 01123
™ (modb)|[1]2]4]3]1

Ainsi, si on note n = 4q + 7 la division euclidienne de n par 4, ona 7" = (7H)4 x 7" = 197" = 7"
(mod 5). Donc pour que 5 | 7™ — 1, il faut que r = 0, autrement dit n est multiple de 4.

En regardant alors modulo 7, on obtient 6™ = (—1)*9 = 1 (mod 7), donc 7 | 6™ — 1 | 7™ — 1, ce qui
n’est pas possible.

Il n’y a donc aucun n vérifiant 6™ — 1 | 7™ — 1.

Commentaire des correcteurs : 1 exercice est tres bien résolu et a été traité par de nombreux éleves.

12



Z}(ercice 12. Déterminer tous les couples d’entiers strictement positifs (m,n) tels que

mn—1|n®—1.

Solution de l'exercice 12 Remarquons que les couples (1, ) et (m, 1) sont solutions pour tous les entiers
strictement positifs m et n. On suppose dans la suite que m,n > 2.

Notons que les nombres mn — 1,n% — 1 sont strictement positifs. La condition de divisibilité implique
donc que mn — 1 < n?— 1, donc m < n?.

On commence par ramener un peu de symétrie au probléme en remarquant que mn—1 divise (mn)3—13,
de sorte que mn — 1 divise (mn)? —1 —m3(n®—1) =m3 — 1.

Maintenant que le probleme est completement symétrique en m et ., on peut supposer sans perte de
généralité que m > n. m > n. Puisque mn — 1 divise n®> — 1 et mn — 1, il divise également n® — 1 —
(mn —1) =n(n? —m). Comme mn — 1 et n sont premiers entre eux, on a par le lemme de Gauss que
mn — 1 divise n? — m. Mais alors, si n> — m est non nul, puisque m > netm > 1,

D<n’—m<mn—-1<n*—m
ce qui est impossible. On a donc n? = m. Réciproquement, le couple (n?,n) est bien solution (n? n).

Ainsi, les couples solutions sont {(1,1n), (n, 1), (n% n), (n,n?)}.

Solution alternative :

De méme que précédemment, on se rameéne au cas ou 1. > 2.

Soit (T, n) une solution. On a donc un entier a tel que n® — 1 = a(mn — 1). En passant modulo 1, on
obtient —1 = —a (mod n), soit a = 1 (mod n). Ecrivons donc a = kn + 1.

En réinjectant, on obtient n® — 1 = (kn + 1)(mn — 1) = kmn? + (m — k)n — 1, ce qui se simplifie en
n? =kmn+m—k.

Repasser modulo n nous donne m = k (mod n), donc si m = np + ret k = nq + r’ sont les
divisions euclidiennes de m et k par n, on a v = 1’. On réécrit donc I’égalité sous la forme n? =
(np +1r)(ng + r)n+np +r— (nq + ), qu’on peut encore une fois simplifier :

n=p—q+n*pq+nrip+q)+1°

Sip>lyalorsn=p—q+n?pq+nr(p+q)+1*>n*q—q=qn*—1). Ainsisi q > 1, il faut
n > n? — 1, impossible car n > 2.

On vient de montrer qu’au moins un nombre parmi p et g doit &tre nul.
Sip=0etq>1l,onan=gnr—1)+r%2 Commer=m> 1, nr—1> ldoncq(nr—1) >nr—1
doncn = q(nr—1)+12 > (nr—1) + 1 = nr > n. Toutes ces inégalités sont donc des égalités, ce qui
impose q = 1 = 1. On obtient donc m = 1.

Sig=0etp > 1, onan p(nr+1)+ 1% Ainsi,sit > 1,onan > n+2,doncr = 0, puisn = r et
finalement m = n?.

Sip=q=0,onan=1?etm=r.

Ainsi les solutions sont les couples (1,n) et (n? n) pour tout n > 1, ainsi que les couples (1, 12) avec
T > 1. On vérifie réciproquement que tous ces couples sont solutions, et que n = 1 donne bien les mémes
solutions (puisqu’a priori ce ne sont que les solutions avec n > 2).

Commentaire des correcteurs : 1’exercice est globalement bien réussi. Pas mal d’éleéves oublient de trai-
ter les cas particuliers de leur raisonnement, alors que dans un tel probleme c’est justement les cas parti-
culiers/dégénérés qui donnent les solutions.

13



Z}(ercice 13. Soit f : N* — N* une fonction telle que pour tout entier n > 1, f(f(n)) soit égal
au nombre de diviseurs positifs de n. Montrer que si p est un nombre premier, alors f(p) est aussi un
nombre premier.

Solution de 'exercice 13

Dans la suite, on note d(n) le nombre de diviseurs positifs de n. Si p est premier, on a f(f(p)) = 2
par définition. En appliquant f des deux cotés de 1’égalité, on voit que f(2) = d(f(p)). On veut donc
montrer que f(2) = 2, ce qui prouvera que f(p) a exactement deux diviseurs et est donc premier. Or, on a
aussi f(2) = d(f(2)). Or, pour qu’un entier n > 2 soit égal a son nombre de diviseurs, tous les nombres
inférieurs a n doivent diviser n, y compris n — 1 qui est toujours premier avec n, doncn —1 = 1 et
n = 2. On déduit que f(2) € {1,2}. Si f(2) = 1, alors d(f(p)) = 1 pour tout p premier, donc f(p) = 1
pour p premier, puisque 1 est le seul entier a admettre un seul diviseur. Mais alors

1= f(3) = f(d(2%) = f(f(f(2%))) = d(f(2%))
et I’on déduit que f(4) = 1. Mais alors

f(f(4)) = (1) = f(f(2)) = d(2) =2 # d(4)

ce qui fournit la contradiction désirée. On a donc bien f(2) = 2, ce qui conclut.

Commentaire des correcteurs : Une bonne partie des éleves ont résolu le probleme, mais beaucoup
d’autres sont allés bien trop vite. En effet, a partir de 1’égalité f(f(f(p))) = f(p), il est tentant de
conclure immédiatemment que f(p) = 2. Mais un autre cas possible est le cas ou f(2) = 1, puisque
1 vérifie aussi que d(n) = n. C’est traiter ce cas qui constituait la principale difficulté du probleme. Tl
est donc dommage d’étre passé a coté.
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Z}(ercice 14. On dit que deux entiers a,b € N* sont reliés s’il existe un nombre premier p tel que
a=pboub =rpa.

Trouver tous les entiers 1 > 1 ayant la propriété suivante : on peut écrire tous les diviseurs positifs de n
(1 et n compris) exactement une fois sur un cercle de sorte que tout diviseur soit reli€¢ avec chacun de ses
deux voisins ?

Solution de ’exercice 14 Traitons d’abord le cas ou 1 n’a qu’un seul facteur premier, donc n = p*. Si
« < 1, n’importe quelle configuration marche. En revanche, si o« > 2, 1 doit étre placé a coté de deux
nombres différents, et n’est relié qu’a un seul autre diviseur de p* (celui-ci étant p), ce n’est donc pas
possible.

Remarquons que la parité du nombre de diviseurs premiers comptés avec multiplicité change forcément
entre un nombre et un nombre qui lui est relié. Ainsi, si n a un nombre impair de diviseurs, 1’existence
d’une telle configuration impliquerait que 1 a a la fois un nombre pair et un nombre impair de diviseurs
premiers, ce qui n’est pas possible. Les nombres ayant un nombre impair de diviseurs étant les carrés
parfaits, ceux-ci ne vérifient pas non plus la propriété de 1’énoncé.

Maintenant, essayons de résoudre le cas ot on a deux facteurs premiers, mettons n = p®q® avec 'un
des nombres a ou b étant impair, et I’on suppose sans perte de généralité qu’il s’agit de a.

L’ arrangement suivant fonctionne :

1) q) q2) Tt qb)qu)qu_l) e )pq)qu) e )pa_lqb)paqb)‘paqb_l) et )paq)‘pa)pa_l) v )p) 1

On utilise le fait que a est impair pour dire qu’on a effectivement écrit p®~*qP juste avant p¢qP°.

On procede maintenant par récurrence sur le nombre de diviseurs premiers : supposons avoir montré

k
pour un k > 2 que tous les nombres de la forme [ [ p{* avec au moins ’un des «; impair vérifient la pro-
i=1
k+1
priété de I’énoncé, et soit n = [ pi* avec au moins I'un des o impairs, disons o;. Alors I’hypothese
i=1

k
de récurrence nous dit qu’on peut ordonner les diviseurs de n’ = [ [ p;* de la forme dy, . .. d;, de sorte
i=1
que d; et d;.; soient tous reli€s, de méme que d., et d;. Alors I’arrangement suivant fonctionne pour m
(car m est pair) :

Kk+1 Xk+1 Kk+1
dl)pk+1d1) <oy Py dl)pk—H dg, .. .pk+1d2, dg, d3, <oy Pyl dm, .. -pk+1dm) dm, d1

Ainsi les nombres qui ne vérifient pas cette propriété sont les carrés (différents de 1) et le puissances
(plus grandes que 2) de nombres premiers.

Commentaire des correcteurs : 1.exercice, un peu combinatoire, est relativement peu traité mais globale-
ment bien réussi par les éleves qui I’ont abordé. La plupart des éleves qui ont I’intuition de la construction
a réaliser pour des nombres composés ont des difficultés a la formuler rigoureusement (par une récur-
rence).
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Z}(ercice 15. Soit m,n > 2 des entiers tels que PGCD(m,n) = PGCD(m,n — 1) = 1. On définit la
suite (N )ken par ng = metny 1 = n-ny + 1 pour k € N. Montrer que les entiers ny,..., "N, 1 ne
peuvent pas tous étre des nombres premiers.

Solution de l'exercice 15 Tout d’abord, la suite (1) est une suite arithmético-géométrique. On peut
donc établir une formule close pour son terme général, a savoir ;. = n*m + “1::1_1, que I’on peut aussi
obtenir par récurrence a partir du calcul des premiers termes. De cette expression on déduit en particulier
que ny > m pour tout k > 0. On va désormais montrer que 1’'un des nombres 1y, ..., N,y est divisible

par m, ce qui fera de ce nombre un nombre composé.

, . k+1_ , < 1~
En passant modulo m, on déduit nx = "*—; L mod m par récurrence, ot ’on a utilisé que n — 1 est

inversible modulo m car n — 1 est premier avec m.

Soit w I’ordre de n mod m (celui-ci existe car m et n premiers entre eux). Ona w < @(m) < m—1
d’apres le théoreme d’Euler. On déduit que m | n® — 1, ce qui implique que m divise n,,_; — 1 comme
voulu. Ainsi, les i ne sont pas tous premiers.

Commentaire des correcteurs : 1”exercice est trés bien résolu. Les éléves ont pratiquement tous pensé a
justifier le fait que m < ny, ce qui est nécessaire pour conclure que 1y est composé s’il est divisible par
m.
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Z}(ercice 16. Soient p un nombre premier impair et x;, . . ., X, des entiers relatifs.
On suppose que pour tout k > 1 entier, on a

plIxf+- +x5.

Montrer que les entiers x4, . .., X, sont tous congrus modulo p.

Solution de l'exercice 16 Notons que la relation est également vrai pour k = Ocar 1+...+1 = 0
~——

p fois
mod p
Soit Q(X) = Y ¢_, axX* un polyndme a coefficients entiers. On a
n n P
Q(x1)~|—...—|—Q(xp):ZZakx‘g:Zak xy =0 mod p
t=1 k=0 k=0 =1
~——
=0 mod p

On suppose par 1’absurde que les x; ne donnent pas tous le méme reste modulo p. Soit {yi,...,yr}
I’ensemble des restes modulo p généré par ’ensemble {x4, . .. y Xp }, avec y; = x1. On note a; le nombre

d’éléments de 1’ensemble {xi, ..., X, } qui ont pour reste y;. Soit P(X) = (X —ys)... (X —y,). P est
nul en chacun des y; pour i # 0. Notons que comme y; # y; mod p, P(y;) # 0 mod p. La relation
établie plus haut nous donne alors a;P(y;) =0 mod p, ce qui implique que a; = 0 mod p, c’est-a-dire
que a; = p. Cela est en contradiction avec notre supposition de départ, donc les x; sont tous égaux.

Solution alternative : On présente une solution un peu plus conceptuelle qui s’appuie sur la structure
de corps de Z/pZ et sur le fait que les sommes de Newton des racines d’un polyndme déterminent ses
coefficients.

Soit P(X) = (X —x1) ... (X —x;) le polynome unitaire a coefficients entiers dont les racines sont les X,.
L’hypothese de I’énoncé nous indique que les sommes de Newton des x; sont nulles modulo p.

Or il est possible de relier les coefficients du polyndomes P aux sommes de Newton du polynéme P, via
les formules suivantes : si ay est le coefficient devant X* dans 1I’écriture de P, alors pour tout 0 < k < P:

On peut retrouver ces formules par récurrence a I’aide des relations de Viete.

On remarque alors que si k # 0,p, kap,_x = 0 mod p car chacune des x| + ... + xf; est divisible par

p. Ainsi, dans Z/pZ[X], le polyndome P est de la forme P(X) = XP —a = XP — aP = (X — a)P, ou

’on a utilisé que a? = a (mod p) par le petit théoreme de Fermat et que dans la formule (X — a)? =
P

Z (E) aP XX, seuls les coefficients (g) et (E) sont non nuls modulo p. Cela implique que les x; sont

k=0

tous égaux (2 a) modulo p comme voulu.

Commentaire des correcteurs : 1exercice est tres bien réussi. Cet exercice demandait de la culture sur
les polyndmes modulo p, et les éleves ont présenté diverses preuves pour s’en sortir.

17



Z}(ercice 17. Soit n un entier strictement positif et soient a, ay, ..., a, des entiers strictement positifs.
On suppose que pour tout entier k pour lequel I'entier ak + 1 est un carré parfait, au moins I’un des
entiers a;k + 1,..., a,k + 1 est également un carré parfait.

Montrer qu’il existe un indice 1 < 1 < ntel que a = a;.

Solution de l’exercice 17 Commengons par deux lemmes sur les résidus quadratiques.
Lemme 1 : Si x est résidu quadratique modulo p avec p premier impair, il I’est aussi modulo p? (et
méme p™, mais on n’en a pas besoin ici).

Démonstration : En effet, soit a tel que a®> = x (mod p), ce qu’on réécrit sous la forme a® — x = kp.
Mais alors on obtient (a — 2 'kp)? = a? — kp = x (mod p?), et 2 est inversible modulo p? car p est
impair. Ainsi, x est bien un résidu quadratique modulo p?. U

Lemme 2 : Sii t est un entier non nul et p est un nombre premier tel que p = 1 (mod 8t), alors
t

(_) - 1‘
P

2
Démonstration : En effet, soit q un diviseur premier de t et o« = vq(t). Si q = 2, <—> = 1 car

p =1 (mod 8). donc q est résidu quadratique modulo p. Notons maintenant que « est pair, alors g% est
automatiquement un carré modulo P, et si & est impair, q est le produit de ¢ (qui est un carré) avec q* !
qui est un carré, donc q* est un carré modulo p. Si q > 3, comme p = 1 (mod 4), la loi de réciprocité

1
quadratique nous donne (ﬂ) = (E) = (—> = 1,. De méme que précédemment, on déduit que
N p q q
t
q? = 1. La multiplicativité des symboles de Legendre permet de conclure que —) =1. 0
On rappelle également un cas particulier du théoréme de la progression arithmétique de Dirichlet : pour
tout t entier, il existe une infinité de nombres premiers p tels que p =1 mod 8t.

Revenons a I’exercice. Supposons par 1’absurde que tous les a; sont différents de a.
Posons M = max{a, aj, ..., a,} = 2. On construit alors une suite de nombres premiers pi, ... p, par
récurrence comme suit : par le théoreme de la progression arithmétique de Dirichlet, il existe au moins
un nombre premier p; = 1 (mod 8a;(a; — a)) avec p; > M. (On utilise ici le fait que a; — a # 0).
Pour 2 < 1 < n, on prend ensuite p; tel que p; = 1 (mod 8a;(a; — a)) avec p; > pi_1 (qui existe pour
les mémes raisons que p1).
En particulier les p; sont deux-a-deux distincts, et p; = 1 mod 8a; et p; =1 mod 8(a; — a), de sorte
que d’apres le deuxieme lemme, pour tout 1, (&> = (aip_ a) =1.

1 1
Par définition, pour tout 1 il existe n; tel que n? = a;—a (mod p;), et quitte & remplacer n; par n; +p;,
on peut supposer p? t n? — (a; — a) (pi # 2). Ainsi, on peut écrire n? = ac;p; + (a; — a) (mod p?)
avec p; 1 ¢; puisque a et p; sont premiers entre eux (a < p;).
Ensuite, comme a; est inversible modulo p; pour tout 1, le théoreme des restes chinois indique que 1’on
peut trouver un entier k vérifiant que pour tout i, k = (c¢ipi —1)a; 1 mod p%, ou encore a;k+1 = ¢;ip;
(mod p}).
Remarquons que, par construction,

cipi — 1 acipi —a+ a4 2 n )’ )
ak+1l=a———+1= =a; | — (mod p7)
a; ai a; ai

a; . . .

Or (p—l) = 1, donc a; est également un résidu quadratique modulo p? par le premier lemme, donc on a
i

un entier, mettons Ny, tel que ak + 1 = N? (mod p3).
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Alors le théoréme des restes chinois nous donne un entier x tel que x = N; (mod p?) pour tout i et
x =1 (mod a) (car a est premier avec les p;). Mais alors x> = N? = ak + 1 (mod p?) pour tout i, et
n

x?=12=ak+1 (mod a),donc x> = ak + 1 (mod aP?), ot onaposé P =[] p:.
i1

On réécrit maintenant la congruence sous la forme x> = ak + 1 + maP? = a(P?m + k) + 1. On utilise
enfin I’hypotheése de 1’énoncé : il existe un indice j tel que a;(P?*m + k) + 1 soit un carré parfait. Mais
alors aj(P*m + k) + 1 = ajk + 1 = ¢;p; (mod p3?), et comme p; 1 ¢j, vy, (aj(P*m + k) + 1) = 1,
ce qui est en contradiction avec le fait que c’est un carré parfait. Notre affirmation de départ €tait donc
fausse, et I’un des a; — a est non nul.

Commentaire des correcteurs : 1. exercice est globalement bien réussi par les quelques éleves qui 1’ont
traité, et qui présentent des solutions tres différentes de celle du corrigé.
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‘Exercice 18. Déterminer tous les polynémes P € Z[X] tels que :
(i) P(n) > 1 pourtoutn > 1
(i) P(mn) et P(m)P(n) ont le méme nombre de diviseurs premiers pour tous m,n > 1.

Solution de l'exercice 18 Dans la suite, pour tout entier n € N*, on note D(n) 1’ensemble des diviseurs
premiers de n, et d(n) = |D(n)|. Soit P € Z[X] un polynéme vérifiant les deux conditions.

On commence par montrer le résultat suivant :

Lemme : Soitn > 1. Pour tout k € N*, D(P(n*)) = D(P(n)).

Démonstration : On montre d’abord le résultat pour des petites valeurs de k.

Tout d’abord, par hypothese, 5(P(n?)) = §(P(n)?) = §(P(n)). De méme, 5(P(n?)) = §(P(n?)) =
§(P(n)). Mais 5(P(n?)) = 8(P(n?)P(n)). P(n?) ayant le méme nombre de diviseurs premiers que
P(n), cette derniere égalité assure que D(P(n?)) C D(P(n)). Par ailleurs §(P(n?)) = §(P(n?)P(n)) >
§(P(n)). Par conséquent, 1’inclusion précédente est saturée par cardinalité, et D(P(n?)) = D(P(n)).
Alors 8(P(n)) = 8(P(n?)) = 8(P(n?)P(n)), donc nécessairement D(P(n?)) C D(P(n)). Par égalité
des cardinaux, D(P(n)) = D(P(n?)) = D(P(n?)).

Soit maintenant k > 3. On montre 1’égalité D(P(n*)) = D(P(n)) par récurrence. Supposons que
D(P(n)) = D(P(n )) = D(P(nXk)). Alors §(P(n**1)) = §(P(n*)P(n)), ot par hypothése de ré-
currence, P(n*) et P(n) ont exactement les mémes diviseurs premiers, donc §(P(n*)P(n)) = §(P(n)),
et 5(P(n**1)) = &8(P(n)). Alors d’une part, §(P(n**2)) = §(P(n*)P(n?)) = &(P(n?)) puisque
D(P(n*)) = D(P(n)) (vu que k > 3) d’out §(P(n**?)) = §(P(n)). Mais d’autre part, avec 1’éga-
lité 5(P(n*k+2)) = §(P(nk*1)P(n)), on voit que nécessairement, D(P(n**1)) C D(P(n)). Par égalité
des cardinaux, on a bien D(P(n**!)) = D(P(n)), ce qui achéve I’hérédité. O

On utilise désormais 1’égalité D(P(n*)) = D(P(n)) pour conclure I’exercice. On écrit P = X4Q, ou
d € Net Q € Z[X] vérifie Q( ) # 0. Clairement Q(n) > 1 sin > 1. Fixons p premier ne divisant pas
Q(0). Pourk > 1, p 1 Q(p*) donc D(Q(p*)) = D(Q(p)) d’apres le point précédent. En effet, si d = 0
cela correspond a 1’égalité demontree plus haut, etsid > 1, {p}UD(Q(p*)) = D(P(p*)) = D(P(p)) =

{P}UD(Q(p)) ot p f Q(p*) etp { Q(p)

Supposons par 1I’absurde que Q est non constant. Q tend donc vers +oco a I'infini. Alors (Q(p)) > 1
car dans le cas contraire Q(p*) serait égal a 1 pour tout k > 1, donc Q(X) — 1 admettrait une infinité de

racines et serait donc constant. Notons D(Q(p)) ={q1,...,qsfous > letq; < ... < s des nombres
premiers. Soit « = max v,(Q(1)) > 0.1l existe ko > 1 tel que pour tout k > ko, il existe i(k) € [1, s]
T premler

avec Vo, (Q(p*)) = a+ 1 En effet, comme Q tend vers +oo en oo, pour k assez grand, Q(p*) est
strictement supérieur a(qr...qs)%). Soit B = @((q1...9s)*™) > 1, et N > 1 tel que NB > ko
Alors ¢ °‘+1 ) | Q(pNB), mais pNP =1 (mod (q;...qs)*"!) puisque p & {ql, .y s} En particulier,

Q(pNB) Q( ) (mod qf‘lt,l[3 ), et donc qf‘*NIB | Q(1). Cela est en contradiction avec la maximalité de

. Ainsi, Q est constant égal a a € N*, et P = aX%avec d € N.

On vérifie réciproquement que les polyndmes de la forme aX? avec d € N et a € N* sont solutions.

Commentaire des correcteurs : Seuls cing éleves ont rendu une tentative sur cet exercice. Il était tres
agréable de lire les différentes (excellentes) idées des éleves, qu’elles aient mené a une solution complete
ou pas. Les éleves ont pratiquement tous invoqué un résultat (attribué a Schiir) sur le fait que 1I’ensemble
des nombres premiers divisant I’un des P(n) est infini si P est non constant a coefficients entiers. Ce
résultat, assez puissant et dont la preuve constituerait un exercice en soi, était d’'une grande aide ici.
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