Suites et inégalités

Exercice 1
Soit p un nombre premier, et soit (u,)n>0 la suite telle que ug = 2021 et
Unt1 = pun — (p = 1)|u/7]?

pour tout n > 0. Démontrer que la suite (u,,) est strictement croissante.

Exercice 2

Soit a, b, ¢, d des entiers naturels non nuls. Quelles valeurs 1'expression

La—l—b—i—cJ . Lb—i—c—FdJ i Lc—kd—i—aJ n {d—&—a—i—bJ

d b c

peut-elle prendre ?

Exercice 3
Trouver les quadruplets (a, b, ¢, d) de réels positifs tels que

abed =1, a®°?' +2021b = 221 4+ 2021d et 2021a + b?*%! = 2021¢ + @292,

Exercice 4

Trouver les fonctions f : R — R telles que f(z +y) +y < f2°?'(z) pour tous z,y € R, ou f20?! désigne l'itérée
20212 de f.

Exercice 5

Soit A un réel strictement positif, et f : N* — N* une fonction telle que f(n) < n* pour tout n € N*. Démontrer
que la fonction n — d(f(n)) n’est pas injective.

Exercice 6

Soit (un)n>1 la suite définie par u; = 3/2 et up41 = 1 + n/u, pour tout n > 1. Démontrer que cette suite est
croissante.

Exercice 7

Soit n un entier naturel non nul. Roméo a choisi au hasard une permutation o de {1,2,...,n}. On note p, la
probabilité qu’il a eue de choisir une permutation o donnée. Juliette doit ensuite trouver o en posant le moins de
questions possible. A chaque fois, elle choisit deux entiers a et b, puis elle demande a Roméo si (a) < o(b), et
Roméo lui dit alors la vérité.

La quantité

M= pslog,(1/p,)

est appelée entropie de la loi de probabilité de Roméo. Démontrer que H < log,(n!) et que, en moyenne, Juliette
posera au moins H questions a Roméo.



Solutions

Exercice 1

Pour tout n > 0, on remarque que

Uns1 = ptin — (p— 1) [w)/? |7 = pun — (p— Dun = Uy,

1/

avec égalité si et seulement si uy P est un entier, c’est-a-dire si u,, est une puissance ptme,

On entreprend donc de démontrer que, si u,, n’est pas une puissance p*™, u, 1 n’en est pas une non plus.

Supposons, au contraire, que tel soit le cas. On pose alors u,, = kP + ¢, avec 0 < ¢ < (k + 1)? — kP, et up41 = mP,
de sorte que w1 = puy, — (p — 1)kP = kP + pf. Comme (u+ 1)? —u? > (k + 1)P — k” pour tout u > k, on sait que
p* < (k+p)P — kP. Ainsi,

kP <y < kP +pl =upip =mP < (k+p)P,

donc k < m < k + p. Or, on sait aussi que
m=mP=kP+pl=k’ =k (mod p).

Puisque nul entier strictement compris entre k et k + p n’est congru a k modulo p, notre supposition était erronée,
ce qui démontre bien que, lorsque u,, n’est pas une puissance p“™¢, u,, 11 n’en est pas une non plus.

Comme 2021 n’est une puissance eme our aucun nombre premier p, notre suite est bien strictement croissante,
p m
comme pI‘éVll.



Exercice 2

Dans la suite, on note F(a, b, ¢, d) 'expression ci-dessus, et S la somme a + b + ¢ + d. Alors

S—a S-b S—-c S-d
_l’_ .

F(a,b,c,d) > 5 + + 7 4 car x|z >z —1
c
1 1 1 1
(el
a+b+c+d
>16—-38 car z — 1/x est convexe

de sorte que F(a,b,c,d) > 9, car F(a,b,c,d) est un entier.
En outre, on vérifie aisément que F'(4,5,5,5) = 9 et que F(3,b,b,b) = b+ 6 pour tout b > 4. Ainsi, F(a,b,c,d)
décrit I’ensemble des entiers n > 9 lorsque a, b, c et d varient parmi les entiers naturels non nuls.



Exercice 3

Ci-dessous, on pose n = 1010. Tout d’abord, il est clair que a = c si et seulement si b = d, de sorte que 1’on
dispose déja des quadruplets de la forme (¢,1/¢,¢,1/t). Montrons qu’il n’en existe pas d’autres.

Sia # cetb # d, on réécrit nos deux derniéres équations sous la forme
a2n+1 _ C2n+1 _ (2n + 1)(d _ b) et b2n+12015 o d2n+1 — (2n + 1)(6 o a).

Cela montre que (a?"*! — 21 (B2 — @22 H1) = (2n + 1)%(a — ¢)(b — d), C'est-a-dire

2n 2n
(Z akCan> <Z bkd2n—k) — (QTL + 1)2'
k=0 k=0

Or, par inégalité arithmético-géométrique, et puisque a # c et b # d, on sait que

2n 2n
Z a®® 7k > (2n 4 1)(ac)" et Z VPd*F > (2n + 1)(bd)".
k=0 k=0

Sous la contrainte abcd = 1, on en déduit donc que

2n 2n
(Z akCZn—k) (Z bden—k> > (2n + 1)27
k=0 k=0

d’ot I'absence de solutions avec a # cet b # d.
Les solutions sont donc bien les quadruplets de la forme (¢,1/¢,¢,1/t) avect > 0.



Exercice 4

Dans la suite, posons a = f(0) et m = 2020.

Siy = 0, on obtient f(z) < f™*!(z). Siy = f™(x) — z, on obtient y < 0, donc f™(z) < z. 1l s’ensuit que
f(z) = f™*1(z) pour tout z € R. En posant z = 0, on obtient f(y) < f™*1(0) —y = f(0) — y = a — y. Enfin, en
posant y = —x, on obtient a — z = f(0) —z < f™*(z) = f(x).

On a donc nécessairement f : z — a — z. On vérifie alors aisément que f? = Idg, donc que f est bien solution du
probleme.



Exercice 5

Soit k > 2 et n > 2 deux entiers, et soit n = H p;* la décomposition de n en produit de facteurs premiers, ot 1’on
i

anoté p; le ™ plus petit nombre premier. L'entier n possede d(n) = H(ai + 1) diviseurs.
i
Or, pour tout nombre premier p;, on sait que :
o 20 L p < = 221087 de sorte que a; + 1 < logy(n) + 1 < 2logy(n) ;
o o + 1< 2%,

On en conclut que

xHaZ—l—l

i>k

(2logy(n)) x H 2%
i>k

k H @i/ 1ogs(pi)

i>k
< 2 log, (n)* [ pi/ 2= ™
i>k
< 27 log, (n)knl/ 1082(k) = pee(m)

=3

2

I
% - =

ot 'on a posé
k klog,(logy(n)) 1
logy(n) logy(n) log, (k)"

Par croissance comparée des fonctions 1, log, et log, olog,, on sait que € (n) — 1/log, (k) lorsque n — +oo. Par

conséquent, si k > 2%, et pour peu que n soit suffisamment grand, c’est-a-dire plus grand qu’un certain entier

Nj; > 2, on sait que g(n) < 1/(2A).

Puisque la fonction D: m > 2Flog,(m)#m!/1982(F) est croissante, on en déduit que d(m) < D(m) < D(n) =
nek (") < nt/ (N Jorsque n > Ny. Or, lorsque m < Ny, on sait que f(m) < m* < N}. On en déduit donc que

ek(n) =

1< d(f(m)) < (NY)V@V = N2,

Ainsi, d(f(m)) ne peut prendre que N, ,i/ ? valeurs lorsque 1 < m < Ni. N > N ;/ ?, une valeur est donc prise
deux fois, ce qui signifie que la fonction m — d(f(m)) n’est pas injective.



Exercice 6

Puisque 'on s’intéresse a la croissance de (uy,),>1, on s'intéresse a la double inégalité u,,—1 < uy, < Upy1, qui est
satisfaite si et seulement si

1++4n—3 1++vVidn+1

T SWSTo
On pose donc a,, = (1++/4n + 1)/2, et on souhaite démonrer que a,,—1 < u, < a,, pour tout entier n > 2. Comme
u1 =3/2, us =5/3 et ug = 11/5, on sait que u; < ug < ug, donc que a,,—1 < uy, < @y, pour n = 2.

Puisque la fonction f,: ¢t — 1+ n/t est décroissante, on entreprend donc de démontrer que f,(a,) > a, et que
frn(an—1) < apt1. Or, par construction, on sa déja f,,(a,) = a,. On vérifie donc directement que

1—\/4n—|—5+ 2n
2 14+ +v4n—3

Or, I'inégalité arithmético-géométrique indique que

fo(an—1) —ant1 = 0& >0s4n > (VAn +5—1)(V4n — 3+ 1).

2
(VA +5 - 1)(VIn=3+1) < (M1;m+1) _ 42+ 2/End R -5)

Il nous suffit donc de vérifier que

16n > 8n + 2+ 2y/(4n +5)(4n — 3) & (4n — 1)® > (4n + 5)(4n — 3) = (4n — 1)? - 16,

ce qui conclut.



Exercice 7

A chaque moment, Juliette dispose d’un ensemble de permutations plausibles S, et il s’agit pour elle de déter-
miner quelle permutation ¢ € S Roméo a choisie. Si S est un singleton, elle a gagné. Sinon, elle pose une
question, qui lui permet de couper S en deux parties S; et Sy, qui seront les permutations compatibles avec une
réponse OUI ou bien, respectivement, avec une réponse NON. De la sorte, elle définit un arbre binaire enraciné
A, dont la racine est identifiée a I'ensemble &,, des permutations de {1,2,...,n}, dont les feuilles sont les n!
singletons {c} obtenus lorsque o décrit &,,, et dont les nceuds internes sont les ensembles S de taille 2 ou plus,
de sorte que chaque ensemble S ait pour enfants les ensembles S; et Sy définis ci-dessus.

Dans ces conditions, on note d,, la profondeur de la feuille {c} dans A : il s’agit du nombre de questions que
posera Juliette si Roméo a choisi ¢ comme permutation. Le nombre moyen de questions qu’elle posera est donc

la somme
Q = Zpadaa

et il s’agit dés lors de démontrer que @ > H.

Or, une récurrence immédiate sur le nombre de noeuds des arbres binaires considérés démontre que, si les feuilles
d’un arbre se trouvent en profondeurs di, ds, ...,d;, ona

k
22% =1.
i=1

Ici, on sait que donc

o= 27% =1

On pose donc z,, = 27%, et il s’agit désormais de démontrer que
Q=- Zpﬂ logy(zo) = Zpﬂdﬂ zH=- ZPU log, (po)-

Nous allons carrément démontrer cette inégalité lorsque les nombres z, sont des réels positifs quelconques de
somme 1, et pas seulement des nombres de la forme 27*.

La fonction Q = — > _ p, logy(z,) a pour gradient le vecteur

AQ = (—logy(€e)ps/Ts)o,

et elle est minimale en un point ot AQ) est colinéaire au vecteur normal a la surface
{(zs)s: g Te =1},
o

c’est-a-dire au vecteur (1),, dont les n! coordonnées valent 1.

Ainsi, les fractions p, /z, sont toutes égales entre elles, et leur valeur commune est

> 5 Po
Za Zo

En conclusion, @) est minimale lorsque x, = p, pour toute permutation o, et alors on a

=1.

Q=—Y pologs(z,) =™,

ce qui conclut.



Exercice 7 — Solution alternative

Etant donné un ensemble X' de permutations, on pose

- . 1
pr=) poetHy=—>_ z% logs (z%) = logy(px) = — > pologs(ps)-

cEX X X sex

Soit Ay l’arbre enraciné en X, et () » le nombre moyen de questions que doit poser Juliette sachant que Roméo a
choisi une permutation o € X'. Nous allons démontrer par récurrence sur la taille de Ax que Qx > Hx.

Tout d’abord, si Ax est une simple feuille, c’est que X est un singleton, donc que Qx = 0 = Hx.

Maintenant, si la question que pose Juliette quand elle se retrouve a devoir trouver ¢ dans ’ensemble X" scinde
X en deux sous-ensembles ) et Z, notre hypothése de récurrence nous assure que

lo +pzlo 1
Qu=1+22Qy 4 P2Qu 514 Py 4 P2y, = 4 21080w) Tpzlonz) L og~ )
P P px px P px =%

Quitte a poser u = py/px etv = pz/px = 1 — u, il s’agit donc de démontrer que

px(logy(px) — 1) < pylogy(py) + pzlogy(pz) = pa(loge(px + ulogy(u) + vlogy(v)),

c’est-a-dire que 1 + ulog,(u) + vlog,(v) = 0.
Or, la fonction f: ¢t — tlog,(t) a pour dérivée seconde log,(e)/t > 0, donc f est convexe, et

1+f(u)+f(v)>1+2f(u—;v):1+2f<%):0,

ce qui conclut.



