Ordre, petit Fermat

Exercice 1 (Théoreme de Wilson) Soit p un nombre premier. Montrer que :

p—1D!'=-1 (mod p)

Exercice 2 Soit n € N* premier avec 10. Montrer qu’il existe un multiple de n qui ne s’écrit qu'avec des 1.

Exercice 3 Soit p un nombre premier. Montrer qu’il existe n tel que p divise :

2" 43" 46" —1

Exercice 4 Soit p un nombre premier, y un entier. Montrer qu’il existe un entier x strictement positif tel que
x* =y (mod p)

Exercice 5 Trouver tous les nombres premiers p tels qu’il existe x, y, z des entiers strictement positifs tels que
xP +yP + zP —x —y — z est produit de trois facteurs premiers distincts.

Exercice 6 Montrer que 13 divise 550 — 318
Exercice 7 Montrer que pour tout n > 1, 5 divise 23" *? 4 3n+1
Exercice 8 Soitn € N* impair. Montrer que n|2™ — 1.

Exercice 9 Soient p, q deux nombres premiers, x un entier tel que q divise x? ' + ... +x+ 1. Montrer que q = 1
(mod p) ou q =p.

Exercice 10 Trouver tous les n € N* tels que n divise 2™ — 1.

Exercice 11 Soit ni,...,ny des entiers strictement positifs tels que nq[2™2 — 1, nyl2™ — 1, ngl2"2 —
1,--+ ,mf2™" 1 — 1, montrer quen; = --- =ny = 1.

Exercice 12 Soit n un entier positif tel que n divise 2™ + 1. Montrer que 3 divise n.

Exercice 13 Soit n et b deux entiers naturels non nuls. Soit p un nombre premier impair divisant b2" + 1.
Montrer qu'il existe m € N tel que p =2™"'m + 1.
Exercice 14 Trouver tous les n € N* impairs tels que n divise 3™ + 1.
Exercice 15 Trouver tous les entiers positifs (m, n) tels que mn divise 3™ + 1 et 3™ + 1.
n

Exercice 16 Trouver tous les couples d’entiers (a,n) tels que n divise (a +1)™ — a™.

Exercice 17 Trouver tous les couples d’entiers (n, p) avec p premier, 0 < n < 2p et:

P p -1 +1

Exercice 18 Soit p un nombre premier. Montrer que pP — 1 a un diviseur congru a 1 modulo p.

Exercice 19 Soit p un nombre premier, n un nombre strictement positif et q un diviseur strictement positif de
(n+1)» —nP. Montrer que q =1 (mod p)

Exercice 20 Trouver tous les nombres p premiers tels que 2P + p divise 3P +p
Exercice 21 Trouver tous les triplets (p, q, ) de nombres premiers tels que pqr|(7P — 3P)(79 —39)(7" —3")
Exercice 22 Trouver tous les paires (p, q) de nombres premiers telles que pq divise 57 + 59.

Exercice 23 Soit p un nombre premier impair, h un entier vérifiant 1 < h < p. On posen = h x p® + 1 avec
e € {1,2} et on suppose que :
nj2nt—1
nf2t—1

Montrer que n est premier.



