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Congruences

▪ Définition 3: m est un entier naturel non nul. Dire que 

deux entiers relatifs a et b sont congrus modulo m ( a ≡ b 

[m] ) signifie qu’ils ont le même reste dans la division 

euclidienne par m. 

▪ Exemples:

▪ 11 ≡ 5 [3] car 11=3 x 3 + 2 et 5 = 3 + 2

▪ -4 ≡ 2 [3]
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Congruences

▪ Théorème 2: m est un entier naturel non nul. Pour tous 

entier relatifs a et b, 

a ≡ b [m] ssi m | a-b
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Congruences

▪ Preuve: 

▪ Si a ≡ b [m], alors a et b ont le même reste dans la division par 

m: a=mq+r et b=mq’+r. Par soustration, a-b=m(q-q’) avec q-q’ 

entier, donc m|a-b.

▪ Réciproquement, si m|a-b, alors il existe un entier k tel que a-

b=km, d’où a=b+km. La division de a par m se traduit par 

a=mq+r et 0 ≤ r < m. Ainsi b+km=mq+r donc  b=m(q-k)+r avec 

q-k entier et 0 ≤ r < m.  On en déduit que r est aussi le reste de 

la division euclidienne de b par m, soit a ≡ b [m].

G
ro

u
p
e
 B

 -
C

o
n
g
ru

e
n
c
e
s
 -

1
0
/0

1
/2

0
2
1
 -

P
a
u
l B

o
u
re

a
u



z

Congruences

▪ Remarques:

▪ Si r est le reste de la division euclidienne par m, alors          

a ≡ r [m]

▪ a ≡ 0 [m] ssi m|a
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Congruences

▪ Proposition 5: m est un entier naturel non nul. Pour tous 

entiers relatifs a, b et c, si a ≡ b [m] et b ≡ c [m], alors          

a ≡ c [m]

▪ Preuve: En effet, dans la division par m, si a et b ont le 

même reste, ainsi que b et c, alors il en est de même de a 

et c. D’où le résultat. 
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Congruences

▪ Théorème 3: m est un entier naturel non nul et a, b, a’, b’ 

sont des entiers relatifs. Si a ≡ b[m] et a’ ≡ b’ [m], alors: 

a+a’ ≡ b+b’ [m]

a-a’ ≡ b-b’ [m]

aa’ ≡ bb’ [m]
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Congruences

▪ Preuve: Si a ≡ b [m] et a’ ≡ b’ [m], alors a-b = km et           

a’-b’=k’m. Par addition, (a+a’)-(b+b’)=(k+k’)m avec k+k’ 

entier donc m divise la différence (a+a’)-(b+b’), on en 

déduit a+a’ ≡ b+b’ [m]. 

▪ On procède de la même façon pour les deux autres points 

et l’on trouve respectivement k+k’ entier et kk’ entier. 
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Bien maîtriser la congruence

Exercice 22: 

Déterminer les 

entiers naturels 

n tels que n²-2n 

soit divisible par 

7.
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Bien maîtriser la congruence

Exercice 22: 

Déterminer les 

entiers naturels 

n tels que n²-2n 

soit divisible par 

7.
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Bien maîtriser la congruence

Exercice 23: 

Déterminer les 

entiers naturels n 

tels que  

𝑛3+2n − 1 soit 

divisible par 5.                                                             
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Bien maîtriser la congruence

Exercice 23: 

Déterminer les 

entiers naturels n 

tels que  

𝑛3+2n − 1 soit 

divisible par 5.                                                             
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Bien maîtriser la congruence

Exercice 24: Quel 

est l’ensemble 

des entiers n tels 

que 3n ≡ 7 [11] ? 
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Bien maîtriser la congruence

Exercice 24: Quel 

est l’ensemble 

des entiers n tels 

que 3n ≡ 7 [11] ? 
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Bien maîtriser la congruence

Exercice 25: 

Démontrer que 

quel que soit 

l’entier naturel n, 

n(2n+1)(n+1) est 

divisible par 6
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Bien maîtriser la congruence

Exercice 25: 

Démontrer que 

quel que soit 

l’entier naturel n, 

n(2n+1)(n+1) est 

divisible par 6
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Bien maîtriser la congruence

Exercice 26: a et b sont deux 

entiers naturels tels que          

a ≡ 5 [7] et b ≡ 3 [7]. 

Déterminez les restes de la 

division euclidienne par 7 de 

a) 2a+5b

b) a²+11b

c) a²+3b²
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Bien maîtriser la congruence

Exercice 26: a et b sont deux 

entiers naturels tels que          

a ≡ 5 [7] et b ≡ 3 [7]. 

Déterminez les restes de la 

division euclidienne par 7 de 

a) 2a+5b

b) a²+11b

c) a²+3b²
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Bien maîtriser la congruence

Exercice 27: a) Quel est 

le reste de la division 

euclidienne de 6943par 

7 ?

b) Quel est le reste de la 

division euclidienne de 

247349 par 7 ?
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Bien maîtriser la congruence

Exercice 27: a) Quel est 

le reste de la division 

euclidienne de 6943par 

7 ?

b) Quel est le reste de la

division euclidienne de 

247349 par 7 ?
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Bien maîtriser la congruence

Exercice 28: 

Démontrez que 

24𝑛+1 + 34𝑛+1

est divisible par 

5 pour tout 

entier naturel n.
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Bien maîtriser la congruence

Exercice 28: 

Démontrez que 

24𝑛+1 + 34𝑛+1

est divisible par 

5 pour tout 

entier naturel n.
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Bien maîtriser la congruence

Exercice 29: 1) 
Démontrez que pour 
tout entier naturel le 
reste de la division 
euclidienne par 13 de 
33𝑛 est 1.

2) Démontrer que pour 
tout entier naturel n, 

36𝑛+2 + 33𝑛+1 + 1 est 
un multiple de 13
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Bien maîtriser la congruence

Exercice 29: 1) 
Démontrez que pour 
tout entier naturel le 
reste de la division 
euclidienne par 13 de 
33𝑛 est 1.

2) Démontrer que pour 
tout entier naturel n, 

36𝑛+2 + 33𝑛+1 + 1 est 
un multiple de 13
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Bien maîtriser la congruence

Exercice 30: n désigne 
un entier naturel 

1) Quels sont les restes 
possibles de la division 
euclidienne de 3𝑛 par 
11 ?

2)Déduisez-en que 

3𝑛 + 7 ≡ 0 [11] ssi
n=5k+4 avec k entier 
naturel.
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Bien maîtriser la congruence

Exercice 30: n désigne 
un entier naturel 

1) Quels sont les restes 
possibles de la division 
euclidienne de 3𝑛 par 
11 ?

2)Déduisez-en que 

3𝑛 + 7 ≡ 0 [11] ssi
n=5k+4 avec k entier 
naturel.

G
ro

u
p
e
 B

 -
C

o
n
g
ru

e
n
c
e
s
 -

1
0
/0

1
/2

0
2
1
 -

P
a
u
l B

o
u
re

a
u



z

Bien maîtriser la congruence

Exercice 31: 

Quels sont les 

entiers naturels 

n pour lesquels 

2𝑛 − 1 est 

divisible par 9?
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Bien maîtriser la congruence

Exercice 31: 

Quels sont les 

entiers naturels 

n pour lesquels 

2𝑛 − 1 est 

divisible par 9?
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Bien maîtriser la congruence

Exercice 32: a) 
étudiez les carrés 
modulo 5.

b) Déduisez-en
que l’équation x²-
5y²=3, avec x et y 
des entiers 
naturels n’a pas de 
solution.
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Bien maîtriser la congruence

Exercice 32: a) 
étudiez les carrés 
modulo 5.

b) Déduisez-en 
que l’équation x²-
5y²=3, avec x et y 
des entiers 
naturels n’a pas de 
solution.
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Exercices complémentaires

Exercice: Les entiers naturels 

non nuls x, y, z sont les 

mesures des côtés d’un 

triangle ABC. 

Démontrer que si le triangle 

est rectangle en A, alors l’une 

au moins des mesures des 

côtés est un multiple de 5.
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Exercices complémentaires

Exercice: Les entiers naturels 

non nuls x, y, z sont les 

mesures des côtés d’un 

triangle ABC. 

Démontrer que si le triangle 

est rectangle en A, alors l’une 

au moins des mesures des 

côtés est un multiple de 5.
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Exercices complémentaires

Exercice: La figure ci-contre est 

formée de trois carrés. L’unité de 

mesure est le cm et les mesures des 

côtés des carrés sont des entiers 

naturels. Quelles sont les mesures 

des côtés des carrés sachant que 

l’air de la figure est un multiple de 

10 inférieur à 500

16 

16 
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