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1 Rappel Z/nZ

Z/nZ =1{0,1,--- ;n—1}. Sur Z/nZ on a deux opération + et x. Par exemple
547 =3[9

En algébre pour avoir ce qu’on appelle un “groupe”, il y a deux choses im-
portante

-élément neutre : pour le 4+ c’est 0 car  + 0 = z[n], pour X c’est 1 car
1 X = z[n] pour tout x.

-inverse. Pour le + Uinverse de x[n] est —x[n], pour x c’est plus compliquer.
Par exemple 2[4] n’a pas d’inverse. En effet @ x 2 = 0 ou 2[4] et jamais 1.

Lemme 1. Les éléments dans Z/nZ qui admettent un inverse sont ceux qui
sont premiers avec n.

Démonstration. Soit x premier avec n. Par le théoréme de Bézout il existe k et
k' tel que
kr —k'n=1

Donc kx = 1[n]. (c’est a dire k est I'inverse de x et on le note k = z71).

D’un autre coté, si x n’est pas premier avec n alors il n’admet pas d’inverse.
En effet par Pabsurde si il existe k et k' tel que kx = 1 + k'n alors pged(z,n)|1
absurde. O

Exemple :2 est I'inverse de 4 modulo 7.

Remarque : Si p est premier alors tous les éléments non nul de Z/pZ sont
inversibles.

Notation : I’ensemble des inversibles est noté (Z/nZ)*

Proposition 2. Le nombre d’éléments |(Z/nZ)*| = ¢(n) ot ¢(n) est lindica-
trice d’Euler.
Si on note n = pi" ---pp* alors
1 1

d(n) = p& " (p1 — 1)ep? pk — 1) = n(1 — )=o)



Par exemple : Pour n = 20, ¢(n) = 8. En effet les nombres premiers avec 20
sont 1,3,7,9,11,13,,17,19. Remarquer qu’en éliminant tous les nombres paires
on passe de 20 — 10, puis tous les divisibles par 5 de 10 — 8. Plus généralement
pour chaque diviseur premier p de n, on retire « 1% des nombres ».

Démonstration. Avec le théoréme des restes chinois : On écrit
ZInZ = (Z/pT'Z) X ... x (Z/pp*Z)

Dans I'exemple avec n = 20 on a Z/20Z =~ (Z/2°Z) x (Z/5Z)

Le nombre de nombres premiers avec p{' dans (Z/p]'Z) c’est égale pi* —
p?lfl. En effet ce sont les nombres plus petit que p7'* et qui ne sont pas divisibles
par p;. Puisqu’il y a exactement pi“*l nombres qui sont divisibles par p;, on
a alors p7' — p‘f‘l_l nombres restant. Dans ’exemple il y a 4 — 2 = 2 nombres
premiers avec 4 dans Z/2%Z.

Maintenant étre premier avec n c’est la méme chose qu’étre premier & la fois
avec tous les pi™*,p5?,--- ,py" . et on obtient alors (pi"* —pP ) x L x (pp* —
p* ). Dans notre exemple il y 2 nombres premiers avec 4 dans Z/2?7Z et 4
nombres premiers avec 5 dans Z/5Z. Ce qui donne donc 4 x 2 = 8 nombres
premiers avec Z/20Z. On écrit aussi ¢(20) = 8 O

Autre exemple. Puisque 72 = 23 x 32 ¢(72) = (2% — 22) x (3% — 3) = 24.

1.1 Ordre d’un élément.
Proposition 3. Siz € (Z/nZ)* alors existe k tel que z* = 1[n].

Démonstration. Z/nZ a n éléments. Donc 2¥[n] prend au plus n valeurs diffé-
rentes lorsque k varie sur I’ensemble des entiers. Parce qu’il y a une infinité d’en-

tiers on peut utiliser le principe des tiroirs : il existe k < k' tel que 2% = 2*'[n].
On multiplie alors par (z~1)* (existe car x est premier avec n) et on a
—1\k, k —1\k, k'
(z77)"2" = (z77)"2" [n]
1=k [n]
O

Exemple : Avec 2 = 2 et n = 7. On calcule 22 = 4[7], 2% = 8 = 1[7].

On a alors 271 = 4[7], car 2 x 4 = 8 = 1[7]

Il est possible de prendre des puissances négatives 273 = 1[7]. Attention ce
ne sont pas des fractions des entiers modulo 7.

Lemme 4. Si 2% = 1[n] et ¥ = 1[n] alors xP9°¥FK) = 1[n].



Démonstration. Avec le Théoréme Bézout : il existe a et b tel que k xa+k' xb =
pged(k, k).

’ ’
xpgcd(k:,k:) _ kaaJrk Xb[n]

_ mkxamleb[n}

Définition 5. L’ordre o(z) d’un élément x dans (Z/nZ)* est plus petit entier
k> 0 tel que x* = 1[n).

Par exemple o(2) = 3 dans (Z/7Z)* parce que 23 = 1[7] (et 2% = 4 £ 1[7]).
Autre exemple 0(3) = 6 dans (Z/7Z)*. Car 32 = 2[7], 3% = 6[7], 3* = 4[7],
35 = 5[7), et 36 = 1[7].

Proposition 6. Si z* = 1[n] alors o(x) divise k.

Démonstration. On a que xP9°4°(@).k) — 1[n]. De plus pged(o(x), k)|o(x) par la
définition du PGCD. Donc pged(o(z), k) < o(x). Or par la définition de I'ordre
o(x) est le plus petit entier possible donc o(x) < pged(o(x), k) et conlusion
o(z) = pgcd(o(z), k).

Pour finir puisque par définition du PGCD on a aussi pged(o(x), k)|k, on a
donc o(z)|k. O

Théoréme 7. Le petit théoréme de Fermat. Soit p un nombre premier alors

pour tout x premier avec p
P~ = 1[p]

On a aussi
z? = z[p]

On peut aussi exprimer le petit théoréme de Fermat ainsi «l’ordre x divise
p— 1».
Exemple :
30 =1[7], 26=(2%2=1[7]

Théoréme 8. Le théoréme de Euler-Fermat. Soit n un entier alors pour tout

T premier avec n
%™ = 1[n]

ot ¢(n) est la fonction indicatrice d’Euler.

Rappel : attention ne fonctionne que pour z premier avec n. Par exemple
puisque 2 n’est pas inversible pour Z/4Z, on n’a pas de 2?4 = 174]



Démonstration. Soit x un nombre premier avec n. Remarque : si z et y sont
premiers avec n alors xy et aussi premier avec n. Autrement dit tant qu’on
multiplie des éléments de (Z/nZ)* on reste dans (Z/nZ)*. (c’est également
important pour la notion de « groupe »). Et on a l'inverse (xy)~! = z71y~1.

On énumere tous les éléments : (Z/nZ)* = {y1, .., Yp(n) }-

Puis on multiplie chacun de ces éléments par x {zy1, 2y2, -, ZYpn) }-
Remarque 1 : Chacun de ces éléments est dans (Z/nZ)* (par la remarque
précédente).

Remarque 2 : Tous les éléments sont différents. En effet
zy; = zy;[n] = v tey; = 27wy ] =y = y;n).
Conclusion on a alors {y1,..., Ypmn)} = {2Y1, TY2, -+, TY(n) }
Exemple : Avec (Z/72)* = {1,2,3,4,5,6} et x = 2 on a {2,4,6,1,3,5} et

on retrouve bien tous les éléments de (Z/7Z)*.
Astuce : multiplions tous les éléments ensemble.

A=y Xy2 X .. X Ygn)
Puisque les deux ensembles sont les méme alors
A =y X xY2 X -+ X TYp(n) = 20 Xy Xy X .. X Yg(n) 1]

Conclusion
A = z%™ x Aln)

Enfin puisque A est aussi inversible modulo n, (c’est un produit d’éléments
inversibles) alors

AP A =2 x A x A7 n] = 1 = 20 [n]

2 Exercices.

On fait des exercices de la feuille de TD (dans le désordre).
Exercice. (6) Montrer que 13|50 — 348,

Solution. On utilise le petit théoréme de Fermat
52 = 1[13] et 3'2=1[13]

Donc
500 = (5"%)° = 1[13] et 3% = (3"%)* =1[13]

Conclusion 5% — 3% =1 — 1 = 0[13] et donc 13|50 — 348,

Exercice. (7) Montrer que 5 divise 237%5 4 3n+1,



Solution. On a 2% = 8 = 3[5]. Par Fermat on a aussi 2° = 2[5]. Donc

23745 4 gntl — 37 % 94 3" x 3=3" x (24 3) = 0[5]

Autre méthode : on peut écrire les table de 2™[5] et 3"[5] mais c’est plus labo-
rieux.

Exercice. (8) Pour n impair, n|2" — 1.

Solution. Puisque n est impaire 2 est premier avec n. Par Euler-Fermat 2¢(") =
1[n]. On remarque que ¢p(n) < n et donc n! =1 x 2 X ... X ¢p(n) X ... x n. On

écrit alors
2n! — (2¢(n))1><...><(¢(n)—1)><(q§(n)+1)><...><n — 1[1],]

Conclusion 2™ — 1 = 0[n.

Exercice. (1) : Soit p un nombre premier. Montrer que

(p— 1)t =—1[p].
Solution. On regarde {1,2,--- ,p— 1} et on les regroupent par paire (z,z~1).
(Remarquer qu'on a (z71)~t =z et que si x7! =y~ ! alors zz~! = 2y~! Donc
ry~! =1 donc zy~ty = y donc x = y.) Quels éléments restent seuls? C’est a
dire peut-on avoir 7! = z. Oui par exemple z = 1 et z = (p — 1) = —1[p).
Question : Est ce les seuls ? Il faut résoudre
2? =1[p| = 2> =1 =0[p] = (z — 1)(x + 1) = 0[p].

Et doncp|(z — 1)(x + 1). Puisque p est un nombre premier alors p|(x + 1) ou
p|(x —1) et donc z =1 ou x =p — 1. On a alors

p-1!=1x [[@xz ) x@-1)=p-1=-1[p]

paires
Exercice. (2) : Soit n premier avec 10. Montrer qu'’il existe un multiple de n
qui s’écrit qu’avec des 1.

Solution. On écrit tous les nombres 1,11,111,--- par principe des tiroirs
comme il y a ici une infinité d’éléments il en existe 2 qui ont le méme modulo
1-~-1(k) = 1...1(;6/)[71}

Donc
1...1(]@,]@/)0...0]@/ = O[n]
Donc n|1...1(k_k/)0...0k . On a aussi que n est premier avec 10 donc premier

avec 10*. Par le Lemme de Gauss on a alors n|L.. 1 (g
Deuxiéme preuve : On écrit

10 -1
9
On prend alors k tel que 10¥ = 1[n] et donc n|10¥ — 1. On a alors n|1....1; x 9.

1.1, =1410+10%+---+ 10" =

L’astuce est alors d’utiliser 1...19;, = 1...1;x(10000010000001...1) et 9](10000010000001...

et donc nl|l...1gg.



Exercice. (3) : Soit p > 3 un nombre premier. Montrer qu’il existe n tel que p
divise

2" +3"4+6" -1
Idée : On peut utiliser des « Fractions » dans (Z/nZ)*. Par exemple avec 271 =
4[7) et 471 =2[7] on a 271 — 471 = 2[7]. C’est a dire sous forme de fraction

1 1 1

5 44"
et c’est la méme égalité que pour les « vrai » fractions dans R. En fait ¢a marche
avec tous les premiers p : On a que

1 1 1 1
Ax(2—-)=2x2x-—4dx-=2-1=1
><(2 4) X ><2 ><4 [p]

Donc par la définition de % on a bien que % — i = %. En fait toutes les opérations
sur les fractions dans R fonctions fonctionne de la méme maniére dans (Z/nZ)*.
Autre exemple pour a, b premier avec p :

1 1 1

= b)—

—+ = (a+0)—p)
On peut vérifier

1 1 1 1
ab(g+g):bxaxg+a><b><6:b+a[p]

Solution. Ici I'astuce est de remarquer que 3 + % + + — 1 = 0. On pose alors
n = p — 2. Par le petit théoréme de Fermat 6°~1 = 37~1 = 2P~ = 1[p] et donc

1 1 1 11 1
2%4+$—%ﬁpa—1:2V4x§+y%lx§+@le6—1=§+§+6—1:0@}

Exercice. (13) : Sip[b?" + 1 alors p = m2"*! 4 1.

Solution. 2" = —1[p] Donc (b2")2 = """ = 1[p]. Donc o(b)[2"*!. Puisque 2
est le seul facteur premier possible on a o(b) = 2! avec [ <n+1.Sil<n+1
alors b?" = (bQL)“' =1 # —1[p] absurde. Donc o(b) = 2"*1.

Par le petit théoréme de Fermat o(b)|p—1. Donc p—1 = mxo(b) = mx2"+1,
Et donc p = m2" 1 + 1.



