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La géométrie est I'étude
des propriétés invariantes
sous un certain type de
transformations.
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Introduction m Fonction de Rz vers Rz
m Bijective

m D’autres propriétés a spécifier



Transformations en géométrie euclidienne
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- On veut que nos transformations préservent les angles,

c'est-a-dire

Géométrie

euclidienne pour tous pOintS /47 B, C, f(A)f/(-B\)f(C) = IXB\C.

Quels genres de transformations obtient-on 7



Définition d'une homothétie

oM L'homothétie de centre O et de rapport k est la transformation

SUEE  qui associe au point X le point X' tel que OX’ = kOX (en
: longueurs algébriques).

En terme de vecteurs, OX' = kO—)%

En terme de nombres complexes, X' — O = k(X — O).

On écrit I'homothétie ho k.
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FIGURE = Un bonhomme noir et ses images bleue et rouge par les
homothéties de centre O de rapport 2 et —%.



Propriétés des homothéties
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m Les homothéties conservent les droites, les cercles, les
angles orientés, et les formes.

m L'image d'une droite est une droite paralléle.

m Une homothétie de rapport k multiplie toutes les
longueurs par |k|. En particulier, elle conserve les rapports
de longueurs.



Exemples d’homothéties
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oM m Les symétries centrales sont les homothéties de rapport
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e m Si AB//A'B’, alors il existe exactement une homothétie
TRANSFORMAT]|

DU PLAN envoyant A sur A" et B sur B'.

Vel il m Si C,C’ sont deux cercles, alors il existe exactement deux
homothéties envoyant C sur C’, une de rapport positif et
une de rapport négatif.

FIGURE — Oy est le centre de I'homothétie de rapport positif
envoyant C sur C' et O_ le centre de celle de rapport négatif.



Concourance des médianes
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Homothéties

FIGURE — Grace a une homothétie bien choisie, montrer que
B'G= —%BG, CG= —%CG. En déduire que les médianes sont
concourantes.



Composition d’homothéties

POFM
o0 - 2 Lemme de composition d’homothéties

ours par cor-
respondance . L.
. Si hy, hy sont deux homothéties de rapport ki, ko et de centre
'RANSFORMAT]] .

DU PLAN 01, Oy, alors hy o hy est une homothétie de rapport ki k, et de
Yaél Dillies centre un point de la droite

FIGURE — Remarque : quand kiko = 1, le centre de hy o hy va a
I'infini et hy o hy devient une translation.



Théoréme de
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FIGURE — Les homothéties envoyant Cy sur Ca, Cy sur Cs, Cq sur C3
sont de centres X, Y, Z.




Cercle d'Euler
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FIGURE — Tout ce beau monde est cocyclique.



Homothéties entre le cercle circonscrit et le cercle
d'Euler
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FIGURE — Quels sont donc leurs centres?



Définition d'une rotation

oy La rotation de centre O et d'angle 0 est la transformation qui
Cr‘:;r'jj;rf;" associe au point X le point X’ tel que OX' = OX et X’OX =6
P (en angles orientés).

RANSFORMATI| 6

S En terme de nombres complexes, X' — O = (X — O).

B On écrit la rotation ro .

FIGURE = Un bonhomme noir et son image bleue par la rotation de
centre O d’angle 75°.



Propriétés des rotations
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m Les rotations conservent les longueurs. Ce sont des
isométries.

m Les rotations conservent les droites, les cercles, les angles.

Rotations

m L'image d'une droite par une rotation d'angle # fait un
angle de 6 avec celle-ci.



Exemples de rotations
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m Les symétries centrales sont les rotations d'angle .

m Si AB = A'B’, alors il existe exactement une rotation
(dégénérée en translation si AB//A’'B’) envoyant A sur A’
et B sur B'. (essayez de la construire!)
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Composition de rotations

Lemme de composition de rotations

Si r, r» sont deux rotations d'angles 61,60, alors r» o r; est une
rotation d'angle 6; + 6.

Remarque : quand 61 + 60> =0 mod 360°, le centrede non
va a l'infini et r» o r; devient une translation.



Définition d'une symétrie axiale
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La symétrie axiale d'axe la droite d est la transformation qui au
point X associe X’ tel que d soit la médiatrice de [XX'].



Propriétés des symétries axiales
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m Les symétries axiales conservent les longueurs. Ce sont des
isométries.
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m Les symétries axiales conservent les droites, les cercles,
mais changent le signe des angles orientés.

Symétries axiales

m Pour tous points A, A, il existe exactement une symétrie
axiale envoyant A sur A'.



Composition de symétries axiales
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D) o 3 - Lemme de composition des symétries axiales
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angle de mesure «, alors s, o 51 est la rotation d'angle 2a de
centre |'intersection des deux axes.
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Symétries axiales

FIGURE — Remarque : si les deux axes sont paralléles, alors la
rotation est dégénérée en translation.



Définition d'une similitude
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Une similitude directe est toute transformation préservant les
angles orientés.

Une similitude indirecte est la composée d'une similitude
directe avec une symétrie axiale.

Les homothéties, rotations, translations, symétries axiales sont
toutes des similitudes. C'est en un sens la forme la plus
générale de transformation en géométrie euclidienne.

S'il existe une similitude directe envoyant A sur A, B sur B/, C
sur C’, on écrit ABC ~ AB'C'.

S'il existe une similitude indirecte envoyant A sur A', B sur B,
C sur C’, on écrit ABC=A'B'C'.
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Similitudes



Propriétés des similitudes
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m Les similitudes conservent les droites, les cercles, les angles

(non orientés).
m Les similitudes conservent les longueurs. Ce sont des
isométries. Et en fait toute isométrie est une similitude.
Smiltudes m Toute similitude directe peut étre écrite comme la
composition d'une homothétie (potentiellement dégénérée
en translation) et d'une rotation de méme centre.
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Pour tous points A, B, C, D,
AC-BD < AB-CD + AD - BC

avec égalité ssi ABCD sont cocycliques dans cet ordre.

Indice : Introduire E tel que ABE ~ ADC.



Deux similitudes pour le prix d'une
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Similitudes internes

Ars A {A»—>B

sont de
B— B A — B

Les similitudes envoyant {

méme centre.



Théoreme de Miquel
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Similitudes

FIGURE — Trouvez-les toutes!



Puissance d'un point
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PA-PB=PC-PD
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