Inégalités
Théo Lenoir

1 Un carré est positif

On commence par une remarque assez anodine : un carré est toujours positif.

Proposition 1.
Soitx € R.On a x? > 0, avec égalité si et seulement si x = 0.

On peut en déduire une premiére inégalité, en développant (a—b)? qui, d’apres la proposition 1, est positif.

Proposition 2.
Soit a,b € R. Alors a? + b2 > 2ab, avec égalité si et seulement si a = b.

Démonstration. On utilise le fait que (a — b)? = a? — 2ab + b? > 0. On en déduit que a® + b? > 2ab avec

égalité si et seulement si (a — b)? =0, c’est-a-dire sia = b. O
On peut noter que l'inégalité est équivalente a ab < #. Elle permet donc de majorer (c’est-a-dire

trouver une quantité plus grande) un produit par une somme de carrés avec un certain coefficient.
En prenant b = 1, on peut déduire le résultat suivant :

Corollaire 3.
Soit a € R. Alors a2 + 1 > 2a, avec égalité si et seulement si a = 1.

On a également l'inégalité suivante :

Proposition 4.
Soit c, d des réels positifs. Alors c + d > 2v/cd ,avec égalité si et seulement si c = d. En particulier pour d =1,
onal+c > 24/c,avec égalité si et seulement si c = 1.

Démonstration. Posons a = 1/c, b = v/d et appliquons la proposition 2 : on obtient a® + b? = c +d > 2ab =
2v/cd. On a égalité si et seulement si a = b, c’est a dire si et seulement si a® = ¢ = d = b?, par positivité de a
etb. O

Exercice 1 Soit x > 0. Montrer que x + + > 2. Trouver les cas d’égalité.

Exercice 2 Soit x, y des réels strictement positifs. Montrer que x + }XLZ > 2y et trouver les cas d’égalité.
Exercice 3 Montrer que 5x* + y? + 1 > 4xy + 2x. Trouver les cas d’égalité.

Exercice 4 Soit a, b, ¢ des nombres réels. Montrer que 2a? + 20b? + 5¢2 + 8ab — 4bc — 4ac > 0 et trouver les
cas d’égalité.

Exercice 5 Lemme du tourniquet : Montrer que a? + b? + ¢ > ab + be + ca. Trouver les cas d’égalité.
Exercice 6 Montrer que x? +y* + z% > xy? + y2 x z3 4+ xz3, et trouver les cas d’égalité.

Exercice 7 Montrer que si ab + bc + ca = 1 pour des réels positifs a, b, c, alors a + b + ¢ > /3. Trouver les cas
d’égalité.
2 Inégalité arithmético-géométrique

L’inégalité suivante est une généralisation tres utile de la proposition 4.

Théoréme 5 (Inégalité arithmético-géométrique).

Soit n un entier strictement positif et xi,...,x, des réels positifs. On a I'inégalité suivante :
Yx1 X -+ X xn. Il y a égalité si et seulement si tous les x; sont égaux.

X1+ 4Xx
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Remarque 6.
L’'inégalité est appelée inégalité arithmético-géométrique car elle compare la moyenne arithmétique
et la moyenne géométrique /X1 X --- X Xy, des x;.
Ici, six > 0, alors {/x est'unique réel y > 0 tel que y™ = x, ot y™ est le produit de n réels valant tous y.
L’inégalité arithmético-géométrique est un outil indispensable reliant le produit de termes a leur somme :
ainsi quand on sait minorer (c’est-a-dire trouver une quantité plus petite) le produit de termes, on sait égale-
ment minorer la somme. De méme, quand on sait majorer une somme de termes, on peut majorer leur produit.

X144 Xn
n

Passons a la preuve de l'inégalité arithmético-géométrique.

Démonstration. La preuve est un peu technique et loin d’étre nécessaire pour maitriser 'inégalité arithmético-
géométrique. Pas de panique si elle semble trop dure a lire dans un premier temps, ne pas hésiter a la relire
avec un peu plus d’expérience.

On procede par récurrence sur n. Pour n = 1, 3* = y/x;. On a donc bien I'égalité et I'inégalité.

Supposons l'inégalité et le cas d’égalité prouvé au rang n. Soit x4, ..., xn 1 des réels positifs. Notons S =
% Comme S est compris entre le minimum des x; et le maximum des x;, quitte a renuméroter les x;,
on peut supposer x; étant le minimum des x;, X le maximum. Posons y; = S, ya = xo—(S—x1) = x2—S+x; > 0,
ety; = xy pour 3 < i < n+ 1, les y; sont bien tous positifs. Onays + -+ +Ynt1 =x1 + -+ Xny1 — S =
(n 4+ 1)S — S = nS, ce qui signifie que ¥2==ntl — S D'apres l'inégalité arithmético-géométrique, on a
Y2 X - X Yni1 < (W)n = S™. En particulier y; X ya X - -+ X Yn41 < S™L

Ory1ys —x1x2 = S(x1 +x2 —S) —x1X2 = Sx1 + Sx2 — S% —x1x2 = (S—x;)(x2 —S) > 0 donc x;x2 < Yy1Y»2. En
particulier x; X «++ X Xn41 <Y1 X -+ X Yny1 = S, done "X X - X Xpg1 < S = % : I'inégalité
est prouvée.

Pour le cas d’égalité, supposons qu’on a égalité. Notons d’abord que si un des x; est nul, on a égalité si et
seulement si 1"Xnt1 — (). Comme les x; sont positifs, pour avoir égalité il faut que tous les x; soient nuls,
donc x; = -+ = xn41. Si les x; sont tous non nuls, en particulier S est non nul car supérieur au minimum des
x4, et les y; sont non nuls (c’est évident pour i > 3, pour i = 1 ¢a vient du fait que S > 0, etys =xo — S +x; >
x1 > 0). En particulier, si on a égalité, on a égalité dans les deux inégalités précédentes : c’est a dire dans
Yot Hynsr < () P ety iy —xgx0 = S(x14x2—S)—X1x2 = Sx14+Sx2—S2—x1%2 = (S—x1)(x2—$) > 0.

Par hypothese de récurrence, cela donne que ys = ys = -+ = Yn41 et X3 = S ou xo = S. En particulier
X3 =+ =Xni1.5i%x; = S,alorsys = x3 = x3 = -+ = X1, ainsi S = S+X21’;1+X““ = S:j:’l‘?. On obtient
que (n +1)S = S + nxy, donc nxy = nS donc xo = S. En particulier S = x; = x2 = - -+ = xn41. On obtient le
méme résultat si x, = S. Réciproquement si x; = - -+ = Xp 41, 232 = x; = “/X1 X -+ X Xnt1, 0nabien
égalité.

O

On peut écrire cette inégalité de diverses fagons.

Corollaire 7.
Soit n un entier strictement positif, yi,...,yn des réels positifs. On a les inégalités suivantes :
Y1 X o X Yp et ()T S 0 oy, avec égalité si et seulement si tous les y; sont égaux

yr+-+yn
n

=

Démonstration. La deuxieme inégalité est immédiate en prenant la puissance n-iéme de l'inéga-
lité arithmético-géométrique appliquée aux y;. La premiére inégalité est une conséquence de l'inégalité
arithmético-géométrique appliquée aux yi* qui sont égaux si et seulement si les y; le sont par positivité.
O

Voici quelques exercices pour mettre en pratique les inégalités précédentes. Les solutions sont présentées a
la partie 6.
Exercice 8 Soit x > 0 un réel. Montrer que 1 + x2 +x% + %3 > 4 x x%. Trouver les cas d’égalité

Exercice 9 Soit a, b, ¢, d positifs tels que abcd = 1. Montrer que a?+b%+c?+d*+ab+cd+bc+ad+ac+bd > 10.
Trouver les cas d’égalité.

Exercice 10 Soit a, b, ¢ des réels positifs tels que (a 4+ 1)(b + 1)(c + 1) = 8. Montrer que a + b + ¢ > 3. Trouver
les cas d’égalité.
Exercice 11 Soit ay, ..., a, des réels positifs de produit 1. Montrer que (1 +a;) X --- x (1 + an) > 2™. Trouver
les cas d’égalité.

Exercice 12 Soit ay, .. ., an des réels positifs de somme n. Montrer que (1 + a%) X oo x (14 chn) > 2™, Trouver
les cas d’égalité.



Exercice 13 Soit a, b, ¢, d des réels positifs de somme 1. Montrer que (1":?)2 + (1‘1fg1]2 + (f‘fcd)z + (1‘ibtf)2 <
Trouver les cas d’égalité.

Ol

Exercice 14 Soit a, b, ¢ des réels positifs de produit §. Montrer que a® + b? 4 ¢? + a?b? + a%c? + ¢?b? > 2.
Trouver les cas d’égalité.

3 Cauchy-Schwarz et mauvais éléves

L’inégalité de Cauchy-Schwarz est une inégalité trés importante : en effet, elle permet de relier la somme
des carrés, avec le carré de sommes.

Théoréme 8 (Inégalité de Cauchy-Schwarz).
Soitn € N*, ay,...an et by, ... by des réels. On a I'inégalité suivante :

(@+--+a2)(0?+---4+b2%) > (a1by + - + anbyn)?

On a égalité si et seulement si tous les b; sont nuls ou il existe A réel tels que a; = Ab; pour tout entier i
entre 1 etn.

Démonstration. Soit i et j des entiers entre 1 et n. On sait que afb? + afb? > 2a;biajbj par la proposition 2.

Fixons j et sommons les inégalités pour toutes les valeurs de i possibles : on obtient que (af + - -- + a3 )b7 +
a?(bf + -+ b2) > 2a;b5(a1by + - -+ + anby). Sommons ensuite sur toutes les valeurs de j entre 1 et n : on
obtient que (a?+---+a2)(bi+---+b2)+(af+ - -+a?)(bi+ - -+b2) = 2(a1bi+-- -+ anbn)(a1bi+- - -+anby).
En particulier, en simplifiant par 2,

@+ +a2) b2+ +b2) > (a1by + -+ anbn)®

Intéressons nous au cas d’égalité : supposons qu’on a égalité. Dans ce cas, on a égalité dans I'inégalité
arithmético-géométrique utilisée c’est-a-dire dans a? ij + a?b% > 2a;biajb;. Ainsi on a nécessairement a;b; =
a;b; pour tout (i,j) entiers entre 1 et n. Supposons qu’il existe i tel que b; soit non nul. Dans ce cas, pour
tout j entre 1 et n, a; = {ib;. En particulier pour A = {* on a bien a; = Ab; pour tout entier j entre 1 et n.
Réciproquement, soit tous les b; sont nuls, et dans ce cas (a3 +- - -+a2)(b?+---+b2) =0 = (a1by+- - -+ anbn)?,
soit il existe A réel tel que a; = Ab; pour tout entier j entre 1 et n, et dans ce cas (a? + -+ a2 )(b?+---+b2) =
A2+ +b2)2 = (a1by + -+ anby)?

(|

Notons qu’on a plusieurs conséquences de cette inégalité :
Corollaire 9.

Soitn € N*, cy,...cn et dy,...d, desréels positifs. On a I'inégalité suivante :

2
(c1 4+ +en)(di 4 +dn) > (Verdi+ -+ V/endn)

I1'y a égalité si et seulement si les d; sont tous nuls ou s’il existe A réel positif tel que ¢; = Ad; pour tout i
entre 1 etn.

Démonstration. On applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour a; = /c; et by = /d;. O

On a un corollaire trés utile de cette inégalité, appelé inégalité des mauvais éléves : on additionne les numéra-
teurs de fractions et on échange une somme avec un carré, et alors on obtient un résultat plus petit.

Théoréme 10 (Inégalité des mauvais éleves).
Soit n un entier strictement positif, ei, ..., e, desréels, et fy, ..., f, des réels strictement positifs. On a 'inéga-
lité suivante :

2 2 ... 2
Sy &y latten)
f1 fn” fid-+fn

Iy a égalité si et seulement s’il existe un réel A tel que £ = A pour tout i entre 1 et n.



2
Démonstration. On applique le corollaire 9 avec c; = i—: et d; = fi. On en déduit que

et eh et e% 2
(—+~~~+—>(f1+-~+fn)> —f1+-- f = (lex[+ -+ +lenl)”.
fl fn fl

Ici, si x est réel, |x| est la valeur absolue de x : elle vaut x si x est positif, —x sinon. Comme (le1| + --- + len|) >
e1+ - +en=—(ler] +---+lenl), onsait que (e1 + - +en)? < (ler] + - - - + len])?, et donc que

e? e?
(St e S (B4 20> eal+ o Hleah? > (er -+ en)?
1 n

2 2
On en déduit que £ Ly =2 %
Intéressons nous au cas d’ egahte si on a égalité, alors comme les f; sont non nuls, il existe un réel t tel que,

pour tout i, f—f = tf;, c’est-a-dire < = = ++/t. Pour avoir égalité dans (e; + -+ + en)? < (ler] + - + [en])?, et
comme (le1|+---+lenl) = €1+ - +en = —(le1] + -+ lenl), il faut avoir soit (\ell +--+len]) =€ +---+en
c’est-a-dire tous les e; positifs, (et, en particulier, i: =1t t pour tout i), soite; + - - +en = —(le1| + - +lenl),
c’est a dire tous les e; négatifs (et, en particulier, £+ = —/t pour tout i). Réciproquement, s'il existe A réel tel
que pour tout i £+ = A, on obtient bien I'égalité :

2 2 2
er en 9 (e +---+en)
+ot==AN(f1 4+ +fy)=—.
f, f, (0 N
O
Exercice 15 Soit ay, ..., a, des réels strictement positifs. Montrer que a% +ot i > aﬁ“i:an Trouver les

cas d’égalité.

2
Exercice 16 Soit a1, ..., a, des réels. Montrer que a? + - -- + a2 > w
Exercice 17 Montrer que si a, b, ¢ sont des réels positifs tels que a® + b? + ¢ = 3, ;75 + 77%5c + 152 = 5
Trouver les cas d’égalité.
Exercice 18 Soit n un entier strictement positif, ay, ..., ay 1 nombres réels strictement positifs, by,..., by n
nombres réels strictement positifs. On supposesque a; +---+an =b;+---+byetonnote S =a; +---+ an.
a? I b2
— Montrer que 12 b 121 bra
M aq_>s
— Montrer que Z bia = 3

Remarque 11. En utilisant I’exercice 16 pour la premiére inégalité et 1'inégalité arithmético-géométrique ap-
pliquée aux x% pour la derniére inégalité, on obtient les inégalités suivantes : pour tout n strictement positif et
X1, ..., Xn des réels strictement positifs :

2 2
X{+--+x Xy + X n
1 n 1 n T
> 2 ‘XlX"'XXn>ﬁ
n n 71+"'+Z

L’égalité de chaque inégalité est lorsque tous les x; sont égaux. Le terme le plus a gauche est la moyenne
quadratique, le second terme la moyenne arithmétique, le troisieme la moyenne géométrique, le dernier est la
moyenne harmonique.

4 Inégalité du réordonnement

Si les mathématiques sont coefficient 4, et la technologie coefficient 1, vaut-il mieux avoir 10 en mathé-
matiques et 20 en technologie ou l'inverse? Evidemment il vaut mieux avoir 20 en mathématiques et 10 en
technologie pour avoir une meilleur moyenne. L'inégalité du réordonnement traduit cela.

Tout d’abord définissons ce qu’est une permutation.

Définition 12.
Soitm > 1 un entier x4, ...,%n €tyi,...,yn des réels. On dit que les (yi) sont une permutation des (x;) si ce
sont les mémes nombres mais placés dans un ordre différent.



Par exemple pour n = 3,sion pose x; = 0, x2 = Oetxz = 1, lasuitey; =0,y = 1 et ys = 0 est une
permutation des (x;) car (x1,x2,X3) = (Y1,Ys,Yz2). Par contre la suite z; = 1, zo = 1 et z3 = 0 n’est pas une
permutation des (x; ). En effet, elle contient deux fois le chiffre 1, alors que la suite des (x;) ne le contient qu'une
fois.

Enoncons maintenant I'inégalité du réordonnement. La preuve étant un peu technique, elle peut étre passée
en premieére lecture.

Théoréme 13 (Inégalité du réordonnement).
Soitn > lunentiereta; > az > --- > anetb; > by > --- > b, desréels, et cy,co, ..., cn une permutation
des (bi). On a I'inégalité suivante :

aiby 4+ -+ anbn > aici +---+ ancn.

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence sur n. Pour n = 1, I'inégalité est évidente. Supposons
maintenant 1'inégalité vraie pour un certain n > 1, et donnons nous des réels a; > as > ...an4 et by >
by > -+ > bnyy, ainsi qu'une permutation ¢y, co, ..., cny1 des nombres (b;). Si by = ¢y, par hypothese de
récurrence, on a boas + -+ + bpi1anyr = ascs + - + AnypiCnit, done bia; + boas + - + bpiany >
a1C1 + agCo + -+ Any1Cn+1-

Sicy # by, soititel que c; = b; etj tel que c; = by. Dans ce cas, a;b; +bia;—(ajc; +ajbi) = (a1 —a;)(b; —
bi) > 0. En particulier ajcq + asca + -+ - + anyiCni1 < aibis + asco + -+ aic1 + ... anpi1cnt1. Comme la

famille cy,...,Ci—1,Cit1 ... Cny1 est une permutation de by ... by 11, on en déduit par hypothese de récurrence
que a;C1 + AzC2 ++ + Any1Cnt1 < A1by +azC2 + -+ @iC1 + ... Ang1Cnr1 < @1by + -+ + Ang1bny ce qui
conclut. O

Remarque 14.
Le cas d’égalité de l'inégalité du réordonnement n’est pas présenté. En effet il est assez pénible a décrire et
souvent peu utile.

Une autre version utile de cette inégalité est le cas ot les deux suites sont croissantes :

Corollaire 15.
Soitn > lunentiereta; < az <--- < apetb; <by < < by desréels, et cy,co,...,cn une permutation
des (bi). On a I'inégalité suivante :

a;b;+---+apbn > aijcy+---+ ancn.

Démonstration. Comme les suites (—bi)i<ign et (—ai)i<ign sont décroissantes, par 1'inégalité du réordon-
nement :,

arby +- -+ anbn = (—a1)(=b1) + -+ (—an)(=bn) = (—a1)(—c1) + -+ (—an)(—cn) = a1c1 + -+ - + ancn.

O

Une autre version utile de 1'inégalité du réordonnement est le cas ol1 une suite est croissante et 1’autre est
décroissante :

Corollaire 16.
Soitn > lunentiereta; > ax > --- > ap etb; < by < -+ < by desréels, et cq,co,. .., cn une permutation
des (b;). On a I'inégalité suivante :

aby +---4+anby <ajcy+ -+ ancn.
Le résultat est toujours valable si la suite (b;)1<ign est décroissante (ai)i1<ign €st croissante.

Démonstration. Comme les suites (bi)i1cicn et (—ai)igign sont croissantes, par 'inégalité du réordonne-
ment :

aib; + -+ anbn = —[(—ay)(by) + -+ (—an)(bn)] < —=[(—a1)(c1) + -+ (—an)(cn) = a1c1 + - - - + AnCn.

Pour le cas ott la suite (b;)1<i<n est décroissante (ai)1<ign est croissante, la méme preuve est encore valable
car les deux suites (bi)1<i<n et (—ai)1<ign sont décroissantes O



Remarque 17.

A priori, lorsqu’on doit résoudre une inégalité, il est rarement précisé que les variables sont ordonnées de
facon croissante. Mais si l'inégalité est symétrique (c’est-a-dire si en échangeant deux variables on ne change
pas l'inégalité), on peut ordonner les variables de fagon croissante.

Exercice 19 Soit a, b, ¢ des réels. Montrer a I'aide de I'inégalité du réordonnement que a® + b% +c? > ab +
bc +ca.

Exercice 20 Inégalité de Tchebychev. Montrer quesia; > --- > apetb; > --- > by, alorsa;b; +--- +anbn >
latdan) (p) 4 ... 4 by).

n

Remarque 18.
L'inégalité de Tchebychev est trés utile, elle est vraiment importante a connaitre.

Exercice 21 Montrer que si (ax) est une suite d’entiers strictement positifs deux a deux distincts, alors

Exercice 22 Inégalité de Nesbitt. Montrer que si a, b, ¢ sont des réels strictement positifs, $¢ +

a a
Gttt 2>n
2 n

b c 3
a+c + Z

at+b = 2°

5 Résoudre et rédiger un probléme d’inégalité

Tout d’abord, quelques conseils pour la résolution :

1.

Il est souvent utile de chercher deés le début les cas d’égalité. En effet, si on trouve le cas d’égalité, on
sait quelles inégalités on peut utiliser ou non pour conserver I'égalité. Imaginons, par exemple, que 1'on
souhaite lontrer que, si abc =1etb > 1, alors a 4+ 2b + ¢ > 4. On peut voir que a = b = ¢ = 1 est un cas
d’égalité. Si on décide de faire une inégalité arithmético-géométrique avec pour termes a, 2b, c comme
danslecasa =b =c =1, a =1et2b = 2, onne va pas avoir égalité dans 1'inégalité. Or, on sait que pour
a =b =c =1 on a égalité : il est donc vain de poursuivre dans cette direction. De plus, signaler les cas
d’égalités rapporte toujours des points.

Souvent, les cas d’égalité sont quand toutes les variables sont égales, et on peut trouver leur valeur via
la contrainte donnée dans 1'énoncé (ceci est souvent vrai, mais pas toujours, donc a prendre avec des
pincettes).

Attention aux nombres négatifs et signe moins, qui sont régulierement embétants pour prouver des in-
égalités. Il est souvent plus facile de montrer qu'un terme positif est plus grand qu’un autre terme positif.

Parfois, il n’est pas évident de savoir comment utiliser la contrainte, et partir de la contrainte peut étre
un bon réflexe : faire un changement de variable en conséquence peut étre intelligent. Un changement de
variable consite a remplacer les variables du probleme par d’autres variables. Par exemple, pour montrer
l'inégalité a® + b5 > 2a®b3, on peut faire le changement de variable u = a3, v = b3, et l'inégalité a
montrer devient u? +v? > 2uv qui est plus simple : c’est le résultat de la proposition 2.

Il faut faire attention au degré (le degré d’'un terme est la puissance sur le x si on remplace chacune
des inconnues par x). Parfois, si tous les termes (éventuellement tous les termes au numérateur) ont le
méme degré sauf quelques uns (qui sont en minorité), on peut envisager d’utiliser la contrainte pour
obtenir un degré constant partout. Par exemple, si on sait que a? + b? + ¢? = 1 et qu’on veut montrer
que a® + b% +¢? + 1 > 2(ab + be + ac), on peut remplacer 1 dans le terme de gauche (de degré 0) par
a? +b?+c?: C'est le seul terme de degré 0 alors que les autres sont de degré 2. Ensuite, utiliser le lemme
du tourniquet permet de conclure.

Dans les mauvais éléves, faire trés attention a ne pas utiliser une version fausse de I'inégalité (c’est une
erreur trés habituelle)!

Une fois I'inégalité prouvée, pour chercher les cas d’égalité, c’est rarement utile de regarder toutes les
inégalités utilisées et les cas d’égalité. La premiere chose a faire est de chercher le cas d’égalité de 'in-
égalité dont les cas sont les plus simples (souvent l'inégalité arithmético-géométrique) et d’utiliser une
contrainte si elle est donnée; les cas d’égalité d’autres inégalités (surtout Cauchy-Schwarz, réordonne-
ment) sont généralement plus compliqués. Si on arrive a trouver ce que chaque variable vaut dans le cas
d’égalité, il faut s’arréter 1a; sinon, si les résultats donnés ne meénent pas au cas d’égalité, il faut regarder
les autres inégalités utilisées.



8. Vérifier qu’on a bien I'égalité dans les cas trouvés précédemment.
Quelques conseils pour la rédaction :

1. Mentionnez les inégalités que vous utilisez. Si ce n’est pas clair (et trés souvent ce n’est pas clair), men-
tionnez ce a quoi vous appliquez 1'inégalité (par exemple si vous dites que vous appliquez l'inégalité
arithmético-géométrique a a? + b? + ¢? + d?, on ne peut pas savoir si vous 'appliquez avec tous les
termes, si vous l'appliquez une fois avec a? et b?, une avec c? et d?, si vous l'appliquez juste une fois
avec deux termes...).

2. Pour le cas d’égalité, indiquez sur quelle inégalité vous vous fondez pour trouver le cas d’inégalité (n"hé-
sitez pas a mettre un symbole au moment o1 vous utilisez une inégalité par exemple (*) pour y faire
référence ensuite).

3. Une fois que vous avez trouvé les cas d’égalité, vérifiez que vous avez bien égalité et que vous avez bien
la contrainte parfois demandée.

6 Solutions des exercices

Solution de I'exercice 1 Posons ¢ =x, d = 1 et appliquons la proposition 4. On obtient ¢ + d = x + + > 2Vcd =
2,/ = 2. On a égalité si et seulement si ¢ = d c’est-a-dire x = < si et seulement si x> = 1. Le cas d’égalité est
donc atteint pour x = 1.

Solution de I'exercice 2 La proposition 4 donne

X+ = =2/x-— =2y

, R _y? 2 _ 4,2 — 0] ix = -
Squposons qu’on a égalité, alors x = 4~ donc x* = y* donc x = y. Réciproquement si x =y, x + %= =
y+ }yL = 2y on a bien égalité.

Solution de I'exercice 3 Regardons le terme de droite. En voyant un facteur 2x, on pense a utiliser que 2x < x*+1.
1 suffit ensuite de prouver que 4xy < 4x2+y?. Or, on remarque que 4x* +y? = (2x)?+y? > 2 x (2x) xy = 4xy.

Supposons qu’on a égalité. Dans ce cas on a égalité dans les deux inégalités précédentes. Comme on a
égalité dans 2x < x? + 1, x = 1. Comme on a égalité dans 2 x (2x)y < (2x)? + y?, on sait que y = 2x = 2.
Réciproquement, si (x,y) = (1,2), alors 5x% + y? + 1 = 10 = 4xy + 2x.

Solution de I'exercice 4 L'inégalité est équivalente a 4bc + 4ac — 8ab < 2a? + 20b? + 5¢2. Or on sait que 4ac =
2xax(2c) < a?+(2¢)? = a?+4c? et que 4bc = 2 x ¢(2b) < 4b%+¢?. On a également —8ab = 2 x (—a) x (4b) <
a? + 16b2. En sommant toutes ces inégalités, on obtient 4bc + 4ac — 8ab < 2a? + 20b? + 5¢2.

Supposons qu’on a égalité, dans ce cas on a égalité dans les trois inégalités utilisées : on a donc a = 2c,
¢ = 2b donc a = 4b et —a = 4b. En particulier —a = a donc a = 0 donc b et ¢ sont également nuls.
Réciproquement, si a = b = ¢ = 0, on a bien égalité.

Solution de I'exercice 5 Regardons le terme de droite : on cherche a majorer des produits de deux nombres par
une somme de carrés. On utilise donc le fait que ab < angQ ,be < bQ;CZ etac < % En sommant ces trois
inégalités, on obtient ab + bc + ac < a? + b? +¢2.

Supposons qu’on a égalité. Dans ce cas on a égalité dans les trois inégalités utilisées, donc par la proposition
2,a="b,b =ceta=c. En particulier a = b = c. Réciproquement, si a = b = ¢, alors a? + b? + ¢? = 3a? =
ab + bc + ca : on a bien égalité.

Solution de I'exercice 6 Posons a = x, b = y?, ¢ = z3. L'inégalité précédente est équivalente a a* + b? + ¢? >

ab + be + ac, qui est vraie d’apres l'exercice 5. Le cas d’égalité est lorsque a = b = ¢, c’est-a-dire x = y? = z3.

Solution de I'exercice 7 Vu qu'il y a une racine dans le résultat, on calcule (a + b + ¢)?. On constate alors que
(a+b+c)?=a?+b2+c?+2ab+bc+ac)=a?+b2+c2+2.0r,a2+b%2+c%2> ab+bc+ca=1,donc
(a+b+c)? >3, desorte que (a+b+c) > 3.

Supposons maintenant qu’on a égalité. Alors on a égalité dans le lemme du tourniquet, donc a = b = c.

Comme ab + bc 4 ca =1, cest que 3a2 =1,donca = % = b = c. Réciproquement, si a = % =b=c,ona
biena+b+c = % =3.



Solution de I'exercice 8 On utilise I'inégalité arithmético-géométrique, dans le cas n = 4. On obtient 1+x*+ x5+
X8 > 4x T = axt.

Supposons qu’on a égalité. D’apres le cas d’égalité x> = 1, donc x = 1. Réciproquement si x = 1, on a
T+x*4+x0+x8 =4 =4 xx*

Solution de I'exercice 9 On a une somme de 10 termes et on veut prouver qu’elle est plus grande que 10. On va
donc utiliser I'inégalité arithmético-géométrique sur les 10 termes. On obtient :

a®?+b2+c?4+d?’+ab+cd+bec+ad+ ac+bd > 10 Va®b5c>d® = 10 ¥/ (abed) = 10

Si on a égalité, alors a? = b? = ¢? = d?, donc par positivité a = b = ¢ = d. Comme abcd = 1, a* = 1 donc
a=Db=c=d=1. Réciproquementsia=b=c=d=1,alors abcd = leta? + b2 +c?+d*+ab+cd+bc+
ad+ ac+bd =10

Solution de I'exercice 10 On utilise 'inégalité arithmético-géométrique sur a + 1, b + 1, ¢ + 1 : on constate alors
que2 = {/(a+1)(b+1)(c+1) g atltbilietl — atbie 41 donc +2+¢ > 1, donca+b+c > 3.
Supposons qu’on a égalité. Dans ce cas on a égalité dans I'inégalité arithmético-géométrique. Ainsi, a+1 =
b+l=c+1,donca=b=c.Comme (a+1)(b+1)(c+1)=(a+1)>=8,0onaa+1=2donca=>b=cl.
Réciproquement,sia=b=c=1,alors (a+1)(b+1)(c+1)=8eta+b+c=3.

Solution de I'exercice 11 On utilise la proposition 4 : pour tout i entre 1 et n, 1 + a; > 2,/a;. En particulier,
(14+a1) x---x (I+an) =>2y/a; x2y/az x - x2/an =2"/a; X --- X ap =2™,

Supposons qu’on a égalité, dans ce cas pour tout 1 < i < 1, on a égalité dans I'inégalité 14-a; > 2,/ay, donc
a; = 1. Réciproquement, sia; =--- =an =1,alorsa;...an =let(1+a;)x - x(14+an)=2x-.-x2=2"

Solution de I'exercice 12 On utilise la proposition 4 :pour toutientre letn,onal+ a% > 2\/%. En particulier,

A+ )X x (I+g-) > r F -xzﬁzzniﬁ.owlx---xang(%)“:1“:1,
1
donc(1+ -) x (1+ —) 22" x ﬁ>2n
Supposons quona egahte Alors on a egahte dans l'inégalité 1 + - W pour tout i, donc - = 1 donc
a; = 1 pour tout i. Réciproquementsia; =---=an, =1, (1+ al) (1+ an) (1+1)x (1+1) =2m

on a bien égalité.

Solution de I'exercice 13 On utiliseque 1 —a=b+c+4d, 1 —b=a + c + d et similairement pour 1 —cet1—d.
bed acd abd abc _ bcd ac abc
e e e I = e T arerd? T e @? T lareie)?
btc+d
Or, par I'inégalité arithmético-géométrique, praiqy < Eb — dgz = bictd On utilise la méme majoration
pour les 3 autres termes de la somme, on obtient :
bed acd abd abc b+c+d a+c+d a+b+d a+b+c 3lat+b+c+d) 1
=+ S+ s+ 5 < + + + = =,
(1—a)? (1-b)2 (1—c)2 (1—4d) 27 27 27 27 27 9

Supposons qu’on a égalité. En particulier, on a égalité dans les différentes inégalités arithmético-

géométriques utilisées. Pour avoir égalité dans la premiere, on doit avoir b = ¢ = d; pour la seconde,

on doit avoir a = ¢ = d, de sorte que a = b = ¢ = d. Comme a+ b+ c+ d = 1, on a néces-

sairement a = b = ¢ = d = ;. Réciproquement, sia = b =c¢c =d = ;,a+b+c+d = 1let
'3 2

atar e e titap =4 X wlap =4 X maw = 5

Solution de I'exercice 14 On est tenté d’utiliser directement une inégalité arithmético-géométrique sur les 6

termes. Mais si on regarde attentivement, on peut voir qu'on a l'égalité pour a = b = ¢ = 3, et que dans
ce cas a® = } et a®b? = 1. On ne pourra pas avoir égalité dans I'inégalité arithmético- geometrlque et on
ne peut donc utiliser directement 'inégalité arithmético-géométrique. Par contre, on a bien a? = b? = c? et

a?b? = a?c? = b%c?. On a va donc faire séparément une inégalité arithmético-géométrique sur les deux triplets
de termes. Par l'inégalité arithmético-géométrique, a2+b2+c? > 3V/a2b2c2 = 3(v/abc)? = 3( {’/g )2 =34 =3.
Par l'inégalité arithmético-géométrique, a?b? + b%c? + a%c? > 3V atbict = 3(V/abc)* = 3( 6/2)4 =34 =3,
Ainsi, a® +b? + ¢ + a?b? + a®c? + c?b? > 3 + & = 2.
Supposons maintenant qu’on a égalité. Dans ce cas, comme on a égalité dans a? + b? + ¢? > 3V/a2b2c2, on
aa?=b?=c?’donca="b=c.Comme a® = abc = §,a =b = ¢ = 1. Réciproquement, sia =b =c¢ = }

27
alors a? + b? 4 ¢ 4+ a?b? + a?c? + ¢?b? =3(a’ + a*) =3(] + 15) =3+ = 12



Solution de I'exercice 15 On applique l'inégalité des mauvais éléves pour e; = 1 et f; = a;. On obtient - -

Ay (Ared)? n2
an 7 ai+-+an aj+--+an”

On a égalité si et seulement s’il existe un réel A tel que 1 = Aa; pour tout i, c’est-a-dire a; = %, donc si et
seulement si les a; sont tous égaux.

Solution de I'exercice 16 On applique l'inégalité des mauvais éleves pour e; = a; et f; = 1, on obtient af + - - - +

2 (a1+-+an)? _ (a1+- +an)
a; = T =

1
On a égalité si et seulement s 11 exsite A réel tel que pour tout i, a; = Ai.e. tous les a; sont égaux.

Solution de I'exercice 17 On utilise I'inégalité des mauvais éleves (ou l'exercice 15) avec n = 3 les e; valant tous

1 1 (1+1+41)2 _ 9
letf; =1+ ab,fa =1+ ac, f3 =1+ be. On obtient 1+ab + 56c T T7ac 2 5 abFTFbetTtac = srabibefea’

Or, par le lemme du tourniquet, on a ab + bc + ca < a?+b%2+c2 =3, donc 1+1ab + 156t THac 2§ = 5
Supposons maintenant quon a égalité Alors on a égalité dans le lemme du tourniquet, donca = b = c.

Comme a + b2 + c? = 3 on obtlent 3a2 = 3donca = b = ¢ = 1. Réciproquement sia = b = ¢ = 1,
1+ab + 1+bc + 1+ac 1+1 - 5'

. , . noa? o b? N a2-b? L
Solution de I'exercice 18 Notons que 121 bra — 121 e = 121 e = 121 a;—b;=S—-S=0

2
. ye . s . 1s . as _s2
On applique I'inégalité des mauvais éleves : 121 bitar 2 @b Taribs — 285

Solution de 'exercice 19 Fchanger deux variables ne change pas I'inégalité. On peut donc supposer a > b > ¢
Comme a? +b? +¢? = ax a+b xb+c xc, onapplique l'inégalité du réordonnement avec a; = b; = a,
az =by =b,a3 =bsg =cetc; =b,cz =c, cg = aquiest une permutation de (b;) car (by, bs, bs) = (c3,c1, c2).
On obtient ainsi a? + b2 +c? > axb+bxc+c x a.

Solution de I'exercice 20 Soit 2 < i < n : par I'inégalité du réordonnement, a;b; + -+ + anbn > a1by +--- +
Qn—it1bn+an_itobi+---+anbi_i ce quifait (n—1) inégalités. Sommons ces inégalités et rajoutons 1'inégalité
évidente a;by + -+ anbny = a1b; +...a,byn. On obtient :

n(aibi+--+anbn) > ar(bi+...bu)+az(by+---+bp)+ - -+an(bi+---+bn) = (a1 +---+an)(br+---+by).

En divisant I'inégalité par n on obtient a1b; + - - + anby > w (by +---+bn).

Solution de I'exercice 21 Notons by, ..., by la permutation de a4, ..., a, tels que by < -+ < by (en fait ce sont
les a; rangés dans l'ordre croissant). Notons que b; > 1, comme by # b1 etby > bl, by >b; > 1donc by > 2.
En itérant on montre facilement que by > k. Comme by < -+ < by et > 5 LS. > 1 et les (ak) sont une
permutation des (by), par l'inégalité du réordonnement, a; + % 4+ > Tl -+ N L4 T=n

[Pt

n
n

Solution de I'exercice 22 Echanger deux variables ne change pas I'inégalité. Elle est donc symétrique, et on peut
supposera > b > c Comme b +c < a+c,ona De méme, comme a +c¢ < a+ b, ona

| 1 1 b+c 2 a+tc’
e 2 @ +b Ainsi, m > o 2 op eta = b > c Onen déduit par megahte du réordonnement que

a b c b c _a _a b _c _c a
b+c + a+c + a+b 2 b+bc + a+c + a+bb et que brc +‘t§1+c + a+b 2 b+c +t§1+c + a+b Egn sommant ces deux
c +c atc a+ _b c 2
lnegahtes 2 x (b+c + a+c + a+b) “~ b+c + a+c + a+b 3. A1n51’ b+c + a+c + a+b = 2
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