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Avant-propos
Le stage de Montpellier a été organisé par I'association Animath.

Son objet a été de rassembler des jeunes passionné-e-s par les mathématiques

et de les faire travailler sur des exercices en vue de la formation des équipes

qui représenteront la France a plusieurs compétitions internationales, a savoir

I'Olympiade Internationale de Mathématiques en Afrique du Sud en juillet 2014,
I'Olympiade Balkanique de Mathématiques en mai 2014,

les Olympiades Européennes pour Filles en Turquie en avril 2014

ainsi que les Olympiades Balkaniques Junior de Mathématiques en Macédoine en juin 2014.

Une attention particuliere a été apportée au recrutement de collégien-ne-s brillant-e-s en vue
de les préparer aux Olympiades Internationales pendant plusieurs années.

Nous tenons a remercier I'Internat d’Excellence de Montpellier pour son excellent accueil.
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Chapitre I. ‘Déroulement du stage

I. Déroulement du stage

Pour la deuxieme année consécutive, le stage a eu lieu a I'Internat d’Excellence de Mont-
pellier, pendant dix jours (du 19 aofit vers midi au 29 aotit vers midi) avec plus de 60 éléves,
grace a une nouvelle subvention de Cap’ Maths, et malgré la diminution de la subvention du
Ministere (DGESCO). Parmi les 270 candidats au test de sélection, nous en avons finalement
accepté 62, de 13 a 17 ans (age moyen : 15,7 ans), dont 12 filles (en prévision des Olympiades
Européennes de Filles), 11 jeunes nés en 1999 (en prévision des Olympiades Balkaniques Ju-
nior), et nous avons poursuivi notre effort de préparation sur plusieurs années. 17 animateurs
d’age moyen inférieur a 25 ans - la plupart étant d’anciens stagiaires, six d’entre eux avaient
moins de vingt ans - ont assuré les 168 + € heures de cours, les soirées, les tests, la muraille, le
polycopié (plus de 400 pages : un record !)...

Le stage était structuré différemment des précédents. Nous avions deux périodes de quatre
jours (20 - 23 aott et 24 - 27 aofit), trois de cours et travaux dirigés, un test le matin du qua-
triéme jour, de quatre heures pour le groupe D des avancés, de trois heures pour chacun des
autres groupes, et une visite de la ville I'aprés-midi de ce quatriéme jour. Enfin, le mercredi
28 aotit, dernier jour du stage, était consacré a des cours non sanctionnés par un test, sur des
sujets un peu plus larges que la stricte préparation olympique. Les tests étaient corrigés le
soir méme, les soirées étaient libres les veilles de tests ainsi que le dernier jour (soirée spéciale
sans controle d’heure de coucher). Le premier soir était une simple prise de contact, deux
conférences ont été proposées : «la cryptographie : de vraies mathématiques! » le 20 aotit et
« théorie des jeux combinatoires » le 25 aofit, ainsi que des présentations des compétitions ma-
thématiques : « des tournois pas comme les autres : ITYM et le TFJM » le 21 aofit et « Animath
et les Olympiades de Mathématiques » le 24 aotit. Comme 1’an passé, I’horaire des repas était :
petit-déjeuner a 8 h, déjeuner a 12 h 30, diner a 19 h, les soirées commengaient a 20 h 30 (y
compris la correction des tests) et les éleves devaient étre couchés a 23 h 30, mais ce n’était pas
toujours le cas. Malgré des contrdles systématiques, nous n’obtenions pas que tous les éleves
soient au moins dans leur chambre avant minuit.

Le lundi 19 aoft, jour de 'arrivée, apres la présentation du stage (14 h 30) au cours de
laquelle chaque stagiaire a recu un nouveau tee-shirt, un bic Animath et deux DVD « Dimen-
sions » et « Chaos », chaque éléve a été convoqué a une heure précise, entre 16 h et 18 h 20,
pour un entretien individuel de 20 mn avec un animateur. A partir de ces entretiens, quatre
groupes de niveaux ont été constitués. Contrairement a 1’an passé, il n’y avait pas de « groupe
par défaut », chaque éleve ayant obligatoirement passé 1’entretien, et les groupes valaient pour
I'ensemble du stage vu qu'ils ne traitaient pas les mémes sujets en méme temps : les groupes
A et B de débutants (college et lycée) commengaient par les stratégies de base, le groupe C par
la géométrie et le groupe D par I'arithmétique. Certains enseignants pouvaient ainsi assurer
deux ou trois cours de géométrie (par exemple) a différents groupes. Ces groupes étaient plus
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Chapitre I. ‘Déroulement du stage

équilibrés que I'an passé : 14 élevesen D, 20 en C, 19 en B et 9 en A. Certaines séances étaient
consacrées a des sujets différents des themes traditionnels : un cours de logique pour chacun
des groupes A et B, des cours de polynomes pour les groupes C et D, et surtout, le dernier
jour, des cours sortant du cadre traditionnel (un sur les automates pour le groupe C et un sur
la théorie de Galois pour le groupe D par exemple).

Quelques liens utiles pour poursuivre le travail réalisé pendant ce stage :

Le site d’Animath : http ://www.animath.fr
Le site MathLinks : http :/ /www.mathlinks.ro
Les polycopiés de stages olympiques précédents :

http ://www.animath.fr/spip.php ?article260

http :/ /www.animath.fr/spip.php ?article255

Les cours de I'Olympiade Francaise de Mathématiques :

Groupe A [ Groupe B [ Groupe C Groupe D
Lundi 19/08 Arrivé, accueil des éléves et premiere évaluation
%h - 12h Cours de stratégies de base Cours de logique Cours de géométrie Cours d’arithmétique
(Pierre) (Vincent J.) (Igor) (Louis)
Mardi 14h - 17h+e | Cours/TD de stratégies de base | Cours/TD de stratégies de base TD de géométrie TD d’arithmétique
(Frangois) (Razvan) (Jean-Frangois) (Vincent M.)
20h30 -22h Conférence : La cryptographie, de vraies maths ! (Razvan)
9h - 12h Cours de logique Cours de stratégies de base Cours/TD de géométrie Cours/TD d’arithmétique
(Vincent J.) (Igor) (Jean-Frangois) (Razvan)
Mercredi 14h - 17h+e TD de stratégies de base TD de stratégies de base TD de géométrie Cours/TD géométrie
(Guillaume) (Vincent M.) (Pierre) (Louis)
20h30 -22h30 Présentation du TFJM? et de I'TTYM
9h - 12h Cours d’algebre Cours d’algebre Cours de polyndomes Cours de géométrie
(Roxane & Matthieu) (Margaret) (Igor) (Frangois)
Jeudi 14h - 17h+e TD d’algebre TD d’algebre TD de polyndmes TD de géométrie
(Vincent M.) (Guillaume) (Pierre) (Jean-Frangois)
20h30 - 21h 30 Soirée libre
9h - 12h Test
Vendredi Apreés-midi Visite de Montpellier
20h30 - 21h 30 Correction du Test
Samedi 9h - 12h Cours de géométrie Cours de géométrie Cours d’arithmétique Cours de combinatoire
(Pierre) (Frangois) (Samuel) (Vincent J.)
14h - 17h+e TD de géométrie TD de géométrie TD d’arithmétique TD de combinatoire
(Igor) (Louis) (Céline) (Victor)
20h30 - 21h 30 Présentation des différentes olympiades internationales
9h - 12h Cours/TD de géométrie Cours/TD de géométrie Cours/TD d’arithmétique | Cours/TD de combinatoire
(Thomas) (Roxane & Matthieu) (Frangois) (Margaret)
Dimanche 25/08 | 14h-17h+e Cours/TD d’arithmétique Cours/TD d’arithmétique Inégalités Polynémes
(Victor) (Joon) (Guillaume) (Samuel)
20h30 - 21h 30 Conférence : La théorie des jeux combinatoires (Louis)
9h - 12h Cours d’arithmétique Cours d’arithmétique Cours d’éq. fonctionelles Cours d’inégalités
(Louis) (Thomas) (Jean-Frangois) (Joon)
Lundi 14h - 17h+e€ TD d’arithmétique TD d’arithmétique TD d’éq. fonctionnelles TD d’inégalités
(Céline) (Vincent J.) (Guillaume) (Margaret)
20h30 - 21h 30 Soirée libre
9h - 12h Test
Mardi Apres-midi Autre visite de Montpellier
20h30 - 21h 30 Correction du Test
9h - 12h Théorie des graphes Fonctions Dénombrabilité Théorie de Galois
(Margaret) (Frangois) (Louis) (Samuel)
Mercredi 14h - 17h+e€ Fonctions Théorie des graphes Automates Probabilités
(Thomas) (Joon) (Vincent J.) (Igor)
20h30 - 21h 30 Soirée/nuit libre
Jeudi Matinée Brunch puis départ
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II. Premiere période

Contenu de cette partie

1

Groupe A :stratégiesdebase . ... ... ... .. ... ... o 0oL, 18
1 Cours de stratégies de base : principe des tiroirs, invariants . . . . . . . .. 18
2 Cours/TD destratégiesdebase . . . ... ................... 22
3 Coursdelogique. . ... ... ... ... ... ... .. ... 26
4  TDdestratégiesdebase . ... ... ...... .. ....... .. ..... 40
Groupe B : stratégiesdebase . ... ......... ... .. ... .. . L. 44
1 Coursdelogique. . . ... ... ... ... .. ... . ... ... ... 44
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3  Coursdestratégiesdebase . . . . . ..... ... .. ... ... ... 48
4  TDdestratégiesdebase . ... ... ...... .. ... .. .. ..... 58
GroupeC:géométrie . . . . . . ... ... . . ... e e e 60
1 Coursde géométrie . . . . .. .. ... ... 60
2 Cours/TD de géométrie : similitudes . . . . . ... ........ ... ... 87
3  TDdegéométrie:barycentres . . . .. ... ... ... .. ... ... ... 101
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3  Cours/TD d’arithmétique . . .. ... ... ... ... ... ... ...... 121

17
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1 Groupe A : stratégies de base

1 Cours de stratégies de base : principe des tiroirs, invariants

- Principe des tiroirs -

S’il y a (n + 1) chaussettes a ranger dans n tiroirs, alors il existe au moins un tiroir qui
contient au moins deux chaussettes.
Exercice 1 On colorie tous les points du plans en rouge et noir. Montrer qu’il existe deux
points de la méme couleur distants de 1 metre exactement.

Exercice 2 Dans un internat a Montpellier, il y a 62 stagiaires. Certains se connaissent, et
d’autres pas. On suppose que si A connait B alors B connait A. Montrer qu’il existe deux
stagiaires qui connaissent exactement le méme nombre de personnes.

Exercice 3 Un étre humain posséde entre 0 et 500000 cheveux. Montrer qu’il y a deux Mont-
pelliérains qui ont exactement le méme nombre de cheveux.

Exercice 4 Soit x un nombre réel. Montrer qu'il existe une infinité de fractions £ telles que

Exercice 5 On place 201 points sur un damier 10 cm x10 cm. Montrer que I'on peut trouver 3
points qui forment un triangle d’aire inférieure a 0.5 cm?.

Exercice 6 On place 5 points sur un grille. Montrer que 1’on peut en trouver deux parmi eux
qui forment un segment dont le milieu est lui aussi sur la grille :

- Invariants -

Exercice 7 Trente-six ampoules sont rangées en grille 6 x 6. On dispose de un interrupteur
pour chaque ligne, qui quand il est utilisé éteint toutes les ampoules allumées de la ligne et
allume les éteintes. De méme il y a un interrupteur pour chaque colonne. Igor affirme : “quand
je suis arrivé il y avait exactement une ampoule allumée, mais apres avoir manipulé certains
interrupteurs j’ai réussi a toutes les éteindre”. Qu’en pensez-vous ?
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Chapitre I1. Premiére période 1. Groupe A : stratégies de base

Exercice 8 Soit N le nombre de fagons qu'il est possible de paver un échiquer avec 32 dominos.
Exprimer en fonction de N le nombre de pavage d'un échiquier auquel on a retiré deux coins
opposés par 31 dominos.

Exercice 9 On fait un jeu : on commence avec une pile de 2013 jetons. On retire un jeton, puis
on coupe la pile en deux petites piles (pas forcément égales). A chaque étape on enléve un
jeton a I'une des piles et on coupe une pile en deux (pas forcément la méme). Le but du jeu est
d’arriver a une configuration ou toutes les piles sont hautes de 3 jetons, est-ce possible ? (Si on
retire un jeton a une pile de 1 jeton, on considere qu’on a une pile de 0 jetons)

Exercice 10 Vingt-deux arbres sont disposés en rond. Sur chaque arbre se pose un corbeau.
A chaque minute, deux corbeaux s’envolent de leurs arbres et se posent sur un arbre voisin.
Est-il possible qu’apres un certain temps tous les corbeaux soient sur le méme arbre ?

Exercice 11 On consideére un triplet de nombres réels (a, b, c). On peut effectuer 'action sui-
vante : on choisit x et y deux des nombres du triplet et on les remplace par (x —y)/ V2 et
(x+vy)/ V2. Peut-on passer du triplet initial (2, v2,1/4/2) au triplet final (1, V2,1+2)?

Exercice 12 Sur une ile vivent 34 caméléons. Au départ 7 sont jaunes, 10 sont verts et 17 sont
rouges. Lorsque deux caméléons de couleurs différentes se rencontrent, ils prennent tous les
deux la troisiéme couleur. Si deux caméléons de la méme couleur se rencontrent, rien ne se
passe. Un an plus tard ils sont tous de la méme couleur. Laquelle ? (Démontrez que c’est la
seule possible).

Exercice 13 Un tetramino est une figure formée de 4 carrés (pensez a Tetris). Trouvez le
nombre m de tetramino distincts (on dit que deux tetraminos sont identiques si on peut les
superposer en les faisant pivoter mais sans les retourner). Est-il possible de paver un rectangle
4 x m avec un tetramino de chaque sorte ?

Exercice 14 (Un Solitaire Infini)(x) Vous connaissez tous les regles du solitaire : il y a des billes
sur un plateau, on élimine des billes en sautant par dessus avec une autre bille, etc. Maintenant
on considere le plan et on place des billes sur tous les points entiers du demi-plan négatif. Le
but du jeu est de mettre une bille le plus haut possible en un nombre fini de coups. Le dessin
montre comment mettre une bille a hauteur 1. Quelle est la hauteur maximale que 1’on peut
atteindre ?

> o

- Solutions des exercices -

Solution de I'exercice 1 On prend trois points qui forment un triangle equilatéral de c6té 1. Il y
a 3 points qui peuvent étre de deux couleurs différentes. Il y a donc au moins deux points de
la méme couleur.
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Solution de l'exercice 2 Définissons nos chaussettes et nos tiroirs : les chaussettes sont les 62 sta-
giaires, et les tiroirs correspondent au nombre de gens connus. Chacun connait entre entre 0 et
61 personnes, ce qui nous donne 62 tiroirs. Mais il est impossible que quelqu’un connaisse tout
le monde et quelqu'un d’autre ne connaisse personne : si quelqu'un connait tout le monde,
alors tout le monde le connait et du coup tout le monde connait au moins une personne. Ainsi
on ne peut utiliser que 61 tiroirs, il y a donc deux éléves qui connaissent le méme nombre de
personnes.

Solution de I'exercice 3 C’est une simple application du principe des tiroirs.

Solution de I'exercice 4 Tout d’abord on multiplie les deux cotés de 'inégalité par q :

|0|><—p|<l
0

Pour choisir p c’est évident, il faut prendre I’entier le plus proche de gqx. Nous allons démon-
trer la proposition suivante : pour tout entier g, il existe un entier a < q et un entier p tel que
lax —p| < %. Ensuite on aura fini, puisque

Démontrons notre proposition. On prend x, 2x, ... qx et on ne regarde que la partie apres
la virgule. Si 'une d’entre elles est entre 0 et %, on a gagné. Sinon, on divise le segment [0, 1]
en ¢ segments : [O, ﬂ, H,%
qu’il y a q points répartis dans (q — 1) segments. Par le principe des tiroirs, il y en a deux qui
sont dans le méme segment. Disons qu’ils correspondent & mx et nx. Comme les deux points
sont dans un segment de largeur %, ils sont distants de moins de %. Ainsi il existe un entier p

tel que :

}, etc. Comme aucun n’est dans le premier segment, cela signifie

1
lmx —nx —p| < —.

q

Enfinon prend a=m —n (oua =n—msin > m)etona gagné.

Solution de I'exercice 5 On sépare le damier en 100 cases de 1em x lcm. Comme il y a 201
points, par le principe des tiroirs, il y a une case qui contient 3 points. Il ne reste plus qu’a
démontrer que si un triangle est inclus dans un carré de coté 1, alors l'aire du triangle est
inférieure a 0.5.

Solution de I'exercice 6 Un point est sur la grille ssi ses coordonnées (x,y) sont toutes les deux
entieres. Soient A et B de coordonnées respectives (x1, Y1) et (x2,Y>), le milieu du segment [AB]
sera le point de coordonnées (%2, Y112 T e milieu sera sur la grille ssi ses coordonnées sont
entiéres, ssi x; et x, sont de méme parité, et y; et y, aussi. Les parités des coordonnées d'un
point de la grille peuvent prendre quatre valeurs différentes : (paire, paire) ; (paire, impaire);
(impaire, paire) et (impaire, impaire). Comme on a 5 points pour 4 classes, il y a deux points
qui ont les mémes parités, et leur milieu est sur la grille.

Solution de I'exercice 7 On remarque que quel que soit I'interrupteur utilisé, on ne change ja-
mais la parité du nombre d’ampoules allumées. Donc soit Igor ment, soit il a cassé les am-
poules a force de jouer avec.
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Solution de ’exercice 8 Lorsqu’on enléve les deux coins opposés d'un échiquier, il reste 32 cases
noires et 30 cases blanches. Mais quelle que soit la facon de poser un domino, il recouvre
toujours un case noire et une case blanche. Il est donc impossible de paver I'échiquier écorné
avec des dominos.

Solution de I'exercice 9 On remarque que chaque étape du jeu consiste a enlever un jeton et
rajouter une pile. Donc la quantité “nb de jetons + nb de piles” ne change jamais. Au départ
on a 2013 jetons et une pile, ce qui donne 2014, et si arrivait a n piles de 3 jetons (donc 3n
jetons), on aurait 4n. Mais 2014 n’est pas divisible par 4, donc c’est impossible.

Solution de 'exercice 10 Supposons que les arbres sont alternés entre des cerisiers et des pom-
miers. On va compter le nombre de corbeaux posés sur des cerisiers. Au début il y a 11 cor-
beaux sur des cerisiers, et a la fin soit 0, soit 22 selon 1'espece de l'arbre sur lequel tous les
corbeaux sont posés. Mais a chaque étape, on peut vérifier que le nombre de corbeaux sur des
cerisiers reste le méme, augmente de 2 ou diminue de 2. En particulier il ne change pas de
parité. On ne peut donc pas passer de 11 a 22 ou 0.

Solution de l'exercice 11 Je vous laisse vérifier 'equation suivante :

2 2
Xty X_U> 2 2 2, .2
+|—F7= | Tz =x"+y +2z.
(ﬁ) <ﬁ Y

Ainsi la somme des carrés des trois nombres du triplet ne change jamais. Il suffit maintenant
de vérifier que la somme des carrés du triplet initial n’est pas la méme que celle du triplet
final.

Solution de I'exercice 12 Un peu de manipulations permet de montrer que I'on peut finir avec
tous les caméléons rouges. Montrons qu'il est impossible de finir avec seulement des camé-
léons verts. Nous allons considérer la quantité “nb de rouges - nb de verts”. Quand deux
caméléons se rencontrent, cette quantité va soit rester constante, soit augmenter de 3, soit di-
minuer de 3. Ainsi si on veut qu’elle finisse a 0, il faut qu’elle commence a un multiple de 3.
Mais au départ, elle vaut 10.

Solution de I'exercice 13 1l est facile de vérifier qu'il y a 7 pieces différentes au Tetris :

Ensuite, passons au pavage d"un rectangle 4 x 7. Si on colorie les cases en échiquier, on se
retrouve avec 14 cases blanches et 14 noires. Tous les tetraminos recouvrent 2 cases noires et 2
blanches, quelle que soit la maniere de les mettre, sauf le T, qui recouvre 3 blanches et 1 noire
ou 3 noires et 1 blanche. Il est donc impossible de faire le pavage.
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Solution de I’exercice 14 1l est facile de faire monter une bille a hauteur 1, 2 et 3, et avec un peu
de patience on peut en faire monter une a hauteur 4, mais c’est la limite. Notons ¢ le nombre

d’or, qui vérifie > = ¢ + 1:
C1+45

2

Ensuite il faut faire la somme sur tous les points de coordonnées (x,y) sur lesquelles il y a
des billes de @Y~*|. Je laisse au lecteur le soin de vérifier que cette quantité reste constante
ou diminue lorsqu’on fait sauter les billes et que dans la position de départ elle vaut ¢°. Ceci
démontre qu’il est impossible de faire monter une bille a hauteur 5 ou plus.

2 Cours/TD de stratégies de base

- La Récurrence -

Le principe de récurrence est fondamentalement lié a la notion de nombre entier : chaque
fois que 1’on doit démontrer qu'un résultat est vrai pour tout entier a partir d"un certain rang,
que ce soit en arithmétique, géométrie, algebre... on peut étre amené a raisonner par récur-
rence.

La démonstration par récurrence repose sur le fait que tout entier n possede un suivant
n + 1, et que si I'on « gravit marche apres marche » 'ensemble N des entiers naturels, en
partant de 0, en allant d'un entier au suivant et en recommencant indéfiniment, on parcourt
ainsi intégralement N.

On va donc démontrer qu’une propriété est vraie pour 'entier n = 0 (initialisation), puis
que si elle est vraie pour un entier n > 0 quelconque, elle est encore vraie pour l'entier suivant
n+ 1 (induction) : on déduit de cela que la propriété est vraie pour tout entier naturel n. C’est
le raisonnement par récurrence.

On notera que les deux parties de la démonstration sont toutes deux importantes, méme
si la premiére est souvent assez évidente. Il ne faut pas oublier d’initialiser la récurrence, donc
de démontrer que la propriété est vraie pour n = 0. On peut démarrer la récurrence en une
valeur autre que 0, par exempleen 1,2, - - - ou K; il faudra alors prouver (initialisation) que la
propriété est vraie pour n = K, puis (induction) que pour n > K, si elle est vraie pour n elle
l’est encore pour n + 1.

On notera également que l'induction connait quelques variantes. Par exemple, il arrive
que l'on ait a démontrer que si la propriété est vraie en outre pour tout entier k < n, alors elle
est vraie pour n + 1.

Exercice 1
Soient a, b et u trois réels, a # 1, et (u,) une suite définie par : uy = u et pour toutn > 0,
Un41 = QU + b. Démontrer que pour toutn > 0, u, =a™u+b ‘1::11.
Exercice 2
a) Montrer que pour toutn > 1, Zk 172 L <2— %
1

2
N3

b) Montrer que pour tout n > 2, —— — nz+n

>
c) En déduire que pour toutn > 1, Zk T 2S

Exercice 3
Montrer que pour tout n > 1, il existe un multiple de 2™ de n chiffres tous égaux a 1 ou 2.
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Exercice 4

Soient n et a deux entiers strictement positifs, tels que n > 2 et a < n!. Montrer qu’il
existe k < n et k entiers dj, dy, ...dx deux a deux distincts divisant chacun n! tels que a =
di +dy+ -+ dx.

Exercice 5
On considere la suite de Fibonacci (F,,) définie par : Fy = 0,F; = 1 et pour toutn > 1

Foy1 =Foi+F. 1. S0it ® = %5 la racine positive de 1’équation : x?> = x+ 1. Montrer que pour

toutn >0, Fpyg — OF, = (—3)".

Exercice 6

2n + 1 éleves sont placés de telle sorte que les distances entre deux d’entre eux sont toutes
différentes. A un moment donné, chacun d’eux tire sur 1'éleve le plus proche de lui avec un
pistolet a eau.

a) Montrer qu’il existe deux éleves qui se tirent mutuellement dessus,

b) Montrer qu’au moins un des éleves n’est pas visé.

Exercice 7

a) Soient quatre points d'un plan. Montrer qu’au moins un des quatre triangles qu’ils
forment n’est pas acutangle (c’est-a-dire ayant tous ses angles strictement inférieurs a 90°).

b) Soient n points d'un plan, avec n > 5. Montrer qu’au plus 70% des triangles qu’ils
forment sont acutangles.

Exercice 8
Montrer que pour toute paire d’entiers strictement positifs k et n, il existe k entiers stricte-
ment positifs (non nécessairement distincts) mj, my, - - -, my tels que :

2k —1 1 1 1
14 :(1+_)(1+_)...(1+_>
n my my my

On commencera par montrer que si c’est vrai pour la paire k,n c’est également vrai pour la paire
k+1,2n

Solution de l'exercice 1
Comme le résultat doit étre démontré pour tout n > 0, c’est en n = 0 qu’on va l'initialiser.
Sin =0, a™ =1, ce qui donne bien uy = u, conforme a la définition de (u,,) : I'initialisation
est terminée.
Quant a I'induction : supposons que pour unn > 0 donné, u,, = a™u + b<=! (hypothese

n+1

de récurrence). Par définition, 11 = au, +b = a(a"u+b2=l) +b = a““u S

bel =arlu+ baaj ce qui acheve la démonstration.

Solution de I'exercice 2
a) L'initialisation est immédiate. Pour n = 1, I'inégalité est manifestement vraie: 1 <2 — %
Supposons maintenant (hypothése de récurrence) que, pour un certainn, Y ;5 <2— 1.1

en résulte que : ZL“Lll k12 <2-— o +1 . Il suffit de prouver que ce second membre est 1u1—

meéme inférieur a 2 — —~ pour Conclure que 1’1nega11te est vraie au rang suivant n + 1, donc,

par récurrence, qu elle est vraie pour tout n. Or (2 — -+ Tl)) (2— n_+1) = W <0,

d’ot le résultat.

23



Chapitre I1. Premiére période 1. Groupe A : stratégies de base

b) 11 s’agit la d’un simple calcul qui nous servira pour la question suivante : —— — —1— =
) n-—mnm ns+n

(n*+n)—(n®>-m) _ _2n _ _ 2
(n?—m)(n2+n) - n*—m?2 7 nd-n
n+n=nn+1).

c) En s’inspirant du a), on va montrer non pas directement que la somme est inférieure a 2,
mais qu’elle est inférieure a 3 moins une fonction de n qui, lorsqu’on ajoute le terme suivant de
la somme, fait apparaitre la méme fonction au rang suivant. Pour s’inspirer plus directement
de la question b), on va supposer que la relation est vraie au rang n — 1 et montrer qu’elle
est vraie pour n. Concretement, la relation que I'on va chercher a démontrer (hypothese de

1 5 1 o el . 2 . _
recurrence) est:) ¢ ;15 <3 — 3oy - Commengons par initialiser la récurrence : pour n=1,
1<2 i1 C est pour que cette initialisation soit vraie qu’on a choisi la constante 7, car cette
constante ne joue aucun role dans la partie mductlon Sil'on avait démarré notre recurrence
en n = 2, on aurait pu choisir une autre constante, 2 51 qui est donc une meilleure majoration
de la somme des inverses des cubes.

. . 2 . 2 . . . n L § _ 1

Mais terminons la démonstration de notre récurrence : silarelation 3 ;15 < 7 — 5500

1 5 1 no1 5 1 1
est vraie au rang n — 1, donc si Zk 1335 S Z—m,alors Dk S 1 amy T <
5 1 . : . .,
1~ e d'apres le b), donc I'inégalité est vraie au rang suivant n, et par récurrence elle est

vraie pour tout entier n.

> Z carn® —n < n® On remarquera que n> —n = (n — 1)n et

Solution de I'exercice 3

Pour n = 1, 2 est multiple de 2. Essayons les premieres valeurs de n : pour n = 2, 12
est multiple de 4, puis 112 de 8, 2112 de 16, 22112 de 32 etc... L'idée est, pour passer au rang
suivant, d’ajouter un premier chiffre, 1 ou 2. En effet, si a, est divisible par 2™, a,, ayant
n chiffres tous égaux a 1 ou 2 (hypothese de récurrence), les deux nombres : 10™ + a, et
2-10™ + a, ont tous deux n 4 1 chiffres tous égaux a 1 ou 2. Il reste donc a prouver que I'un
des deux est multiple de 2™ .

Orsil’'onpose a, =2"xby, 10" +a, =2"x(5"+b,) :si b, estimpair, 5™ +b,, est pair, donc
10™ + a, est divisible par 2"!. Maintenant, si b,, est pair, c’est: 2-10™ +a,, = 2™ x (2-5™+by,)
qui est divisible par 2™ car 2 - 5™ + by, est pair. Que b, soit pair ou impair, on peut trouver
un a1 de n + 1 chiffres tous égaux a 1 ou 2 qui soit divisible par 2™ : ’est précisément ce
qu’on devait démontrer.

Solution de I'exercice 4

Nous allons prouver par récurrence sur n > 2 I’hypothese H,, suivante : « pour tout entier
naturel non nul a < n!, il existe des entiers k < netd; > d, > --- > dy divisant tous n!, tels
quea=d;+dy+---+ di».

Tout d’abord, H, est clairement vraie : il suffit de prendre k = 1 et d; = a. Supposons
maintenant H,,, et prouvons H,,4 : soit a < (n + 1)! un entier naturel non nul. Tout d’abord,
appliquons H,, a I'entier | %= | : il existe un entier k < n et des entiers d; > - -- > dy divisant

il
n! tels que |45 | = > ¥, di. Soit alors df, 11 le reste de la division euclidienne de a parn +1:
notons que les entiers (n 4 1)d; divisent tous (n + 1)!. Ensuite :

— sidxy1 =0, onposek’ =ketd! = (n+1)d; pouri<k;

— sinon, on posek’ =k +1, d{ = (n +1)d; pour pouri <k, et d; ,; = di11.
Dans les deux cas, on se rend compte que les entiers k' <n+1etd; > --- > d;, conviennent.
Cela prouve que H,, 1 est vraie, ce qui clot la récurrence et 1'exercice.

Solution de l'exercice 5
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Pour initialiser la récurrence, on vérifie que la relation est vraie pour n = 0: F; — OF, =
_1)0 . . L (i .
1—0=(5) . On peut encore, bien que ce ne soit pas indispensable, vérifier cette relation au

rangn=1:F, — ®F; = 1— ® = (5})". Le principal avantage de cette seconde vérification est
de nous rappeler une formule dont nous aurons besoin par la suite : 1 — @ = ..

Supposons maintenant (hypothése de récurrence) qu’au rang n on ait : F,,.; — O®F, =
()", et déduisons en cette méme relation au rang suivant n + 1. Par définition de la suite de
Fibonacci, F, » — OF,, 41 = (Fhuy1 + Fo) — ®F 1 = (1 — @®)F,,1 + Fir. Or, nous venons de le
voir: 1 — @ = 2}, donc Fyp — OF 4 = ZHFrgn — OF,) = (%)n+1 puisque, par hypothese

—1

2 n
de récurrence, F, 1 — OF,, = (6) .

Solution de I'exercice 6

a) Parmi toutes les distances entre deux éléves, deux a deux distinctes par hypothése, I'une
est plus petite que toutes les autres. Les deux éléves situés a cette distance minimale se tirent
dessus mutuellement.

b) Initialisons la récurrence : pour 2n + 1 = 3, parmi trois éleves, deux se tirent mutuelle-
ment dessus, et personne ne tire sur le troisieme, qui n’est donc pas visé. Le résultat est bien
vrai.

Maintenant, considérons 2n + 3 éleves. Deux d’entre eux, A et B, se tirent mutuellement
dessus. Parmi les 2n + 1 autres, soit I’'un au moins tire sur A ou B, et au maximum 2n éléves
autres que A et B sont visés, 'un au moins n’est pas visé. Soit les 2n + 1 autres se tirent dessus
entre eux, et on peut utiliser '’hypothese de récurrence pour affirmer que I'un d’eux au moins
n’est pas visé.

On notera que ce résultat n’est vrai que pour un nombre impair d’éleves : pour un nombre
pair, il est possible de les positionner de sorte qu’ils se tirent mutuellement dessus deux a
deux.

Solution de I'exercice 7

a) Il s’agit d"une question élémentaire de géométrie, qui nous sera utile pour la question
b. Soit les quatre points forment un quadrilatére convexe, auquel cas, la somme des quatre
angles du quadrilatere étant égale a 360°, I'un au moins des quatre angles est supérieur ou
égal a 90°, donc 1'un au moins des quatre triangles n’est pas acutangle. Soit un des points est
a l'intérieur du triangle formé par les trois autres, auquel cas les trois angles de sommets ce
point ont pour somme 360°, I'un au moins de ces trois angles est supérieur ou égal a 120°, a
fortiori a 90°.

b) Initialisons la récurrence avec cing points. Ils déterminent dix triangles. Mais ils déter-
minent également cing sous-ensembles de quatre points. Chaque triangle appartient a deux
sous-ensembles de quatre points, et chaque sous-ensemble de quatre points contient au moins
un triangle non acutangle. Donc en comptant deux fois chaque triangle, on en a au moins cinq
non acutangles. Il y en a donc au moins 2,5 parmi 10 non acutangles. Mais comme le nombre
de triangles non acutangles est nécessairement entier, il y en a au moins 3 parmi 10 non acu-
tangles, donc au plus 70% de triangles acutangles.

L'induction va consister a prouver que la proportion maximale p,, de triangles acutangles
ne peut que diminuer quand n augmente. Considérons n + 1 points. Ils contiennent n + 1
sous-ensembles de n points. Dans chaque sous-ensemble, il y a : (%) triangles, dont au plus
pn - () acutangles. Si I’on additionne, on trouvera chaque triangle n — 2 fois. Donc le nombre

n+l1 n+1) .

de triangles acutangles parmi les n + 1 points est au maximum : p,, - () - 21 =p,, - ("]
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n+1

3 ) triangles, la proportion pn4+1 < pn, ce qui acheve la démonstration.

commeilya (

Solution de I'exercice 8
Cet exercice est le probleme 1 de I'Olympiade Internationale 2013. C’est une variante de la
démonstration par récurrence.

Commencons, comme proposé, par prouver que si c’est vrai pour k et n, c’est vrai pour

k+1 _
257 +2n 1. Le

k + 1 et 2n. Pour k,n, le membre de gauche s’écrit : an_l Pour k + 1,2n : o
2k+171

2k 4on—1 ’ : _ nk+1 _
T2~ En d’autres termes, si my 1 = 2 +2n—-2,1+ 55— =

quotient des deux est :

(1 + 2’1?1) (1 + #ﬂ) . Donc si le résultat est vrai pour k et n, il est encore vrai, avec un facteur

de plus, pour k + 1 et 2n.
On démontre pareillement que si c’est vrai pour k et n, c’est vrai pour k +1 et 2n —1, avec

N 2k+tlq _ ok+tlgon—2 2k—1 1
un (k + 1)-eme facteur. 1 + 5— = 220=2 = <1 + = ) (1 + m)

Maintenant, il faut initialiser la récurrence : pour k = 1, le résultat est immédiat quel que
soit n, avec m; = n. Pour n = 1, il est tout aussi immédiat quel que soit k avec my = m, =
--- =my = 1. Donc d’apres ce qu’on vient de démontrer, il est encore vrai pourn =2 etk > 2.
Mais il est aussi vrai pour n = 2 et k = 1. On en déduit qu’il est vrai pour n =4 etn =3 et
k > 2, a quoi s’ajoute le cas démontré séparément n = 4 ou 3 et k = 1. Plus généralement,
si (pour N > 1) le résultat est vrai pour tout entier n < 2N, et tout k, alors il est vrai en
particulier pour n = N+1,donc pourn =2N+2etp =2N+1 et k > 2. Mais il est vrai aussi,
par ailleurs, pour n = 2N +2 et p = 2N + 1 et k = 1. Donc en définitive, s'il est vrai pour tout
entier n < 2N et tout k, il est vrai pour tout entier n < 2N + 2 et tout k, donc par récurrence il
est vrai pour tout n et tout k.

3 Cours de logique

- Introduction : pourquoi la logique ? -

Ce cours consiste en une introduction a la logique. Les concepts qui y sont présentés sont
simples, mais a la base de tout raisonnement mathématique. Aussi est-il tres important de les
maitriser si l'on tient a explorer, seul, en cours ou a 'aide d"un livre, le monde merveilleux
des mathématiques.

A l'image de toutes les disciplines scientifiques, les mathématiques cherchent a fournir une
modélisation du monde. Cependant, I’approche choisie est différente de celles de la plupart
des disciplines dites expérimentales. Ainsi, en biologie, on travaille sur le vivant; en chimie,
sur les interactions entre les différents composants de la matieére, tels que les atomes, les ions
et les molécules; dans les deux cas, I'objet d’intérét peut étre appréhendé par 'expérience,
et un des buts de son étude est d’en trouver une modélisation aussi simple et précise que
possible.

Au contraire, les mathématiques concernent 1’étude d’objets entiérement issus de 1'esprit
humain, et dont on peut donc espérer qu’ils soient parfaitement définis. En particulier, la
complexité d'une simple paramécie est terrifiante, tandis que celle de I’ensemble vide l'est
beaucoup moins. Travailler sur des objets simples permet alors au mathématicien d’énoncer
des assertions extrémement précises : si le concept d’étre vivant est tres flou, ce n’est pas le
cas du nombre 7.

26



Chapitre I1. Premiére période 1. Groupe A : stratégies de base

Il convient alors d"utiliser un vocabulaire adapté pour énoncer ces assertions que 1’on peut
rendre aussi précises que I'on souhaite. C’est le role de la logique, qui englobe en particulier
le concept de raisonnement. Qu’est-ce qui peut faire qu'une assertion soit vraie ou fausse? Ou
bien simplement que cette assertion ait un sens ? C’est ce que nous allons voir ci-dessous.

- La formalisation de la logique -

Si Paris est la capitale du Mali...

Qu’est-ce qu’un raisonnement ? C’est une suite d’énoncés tels que, si le premier énoncé
de la suite est vrai, alors on peut raisonnablement se convaincre que le deuxieme énoncé
est vrai, puis le troisieme, etc, jusqu’au dernier énoncé, qui est donc vrai. En particulier, le
concept de raisonnement n’est absolument pas réservé aux mathématiques : quand un papa
dit a son enfant «si tu ne manges pas ton gratin de courgettes, tu seras privé de glace au
chocolat », I'enfant en déduit qu’il a tout intérét a manger son gratin de courgettes (sauf si,
bien évidemment, il préfere la glace a la pistache).

Il a donc, ne serait-ce qu’intuitivement, élaboré le raisonnement suivant :

1. Sije ne mange pas mes courgettes, je n'aurai pas de chocolat.

2. Or, j’aime tant le chocolat que je serais prét a manger également des courgettes pour
pouvoir en déguster.

3. Je vais donc manger des courgettes, et ainsi je pourrai ensuite manger du chocolat.

Notons cependant que ce raisonnement est, en toute généralité, faux! En effet, la seule
chose que 'enfant sait est que, s’il ne mange pas ses courgettes, il ne mangera pas de chocolat
non plus. Mais si son papa est un logicien sadique, il se peut tres bien que 1'enfant n’ait pas
droit a de la glace au chocolat méme s’il a mangé ses courgettes ! Et oui : le papa a simplement dit
« si tu ne manges pas ton gratin de courgettes, tu seras privé de glace au chocolat », maisn’a
pas rajouté « si tu manges ton gratin de courgettes, tu auras le droit de manger de la glace
au chocolat ».

C’est 1a 'une des difficultés que crée la langue francgaise (de méme que nombre d’autres
langues) quand on essaie d’appréhender le raisonnement logique de maniére précise : la
deuxieme partie de la phrase (celle que n’a pas rajoutée le papa) était sous-entendue dans
ses propos : quel monstre oserait ainsi manipuler ses enfants, et surtout subir les pleurs as-
sourdissants qui suivront a coup sfir la découverte d'un tel traquenard ? Il convient donc de
faire tres attention a distinguer implication et équivalence.

Dans notre exemple, 1'assertion du papa était une simple implication : «si A, alors B ».
Mais son enfant 1'a interprété comme une équivalence : «si A, alors B, et si (non A), alors
(non B) ». En outre, implication n’est pas causalité. Ainsi, la phrase « si Paris est la capitale du
Mali, alors Paris est la capitale du Togo » est. . .vraie!

Ce que je viens de dire peut vous paraitre évident, mais 1’expérience montre que c’est loin
d’étre le cas pour tout le monde. En particulier, notons bien que 1’'on a dit « si Paris est la
capitale du Mali, alors Paris est la capitale du Togo », et non pas «si Paris était la capitale
du Mali, alors Paris serait la capitale du Togo ». Dans le premier cas, on dit qu’une assertion
fausse implique une autre assertion fausse; dans le deuxiéme cas, on essaie d'imaginer (de
maniere totalement floue) une situation ot la premiére assertion serait vraie, et on se demande
si la deuxieme assertion serait vraie aussi : les deux cas de figure n’ont rien a voir !
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Une fois encore, il faut donc se méfier des raccourcis de raisonnement auxquels on est
habitué quand on parle dans la vie de tous les jours : on utilise un vocabulaire peu précis,
parfois a mauvais escient, mais la situation est si simple que tout le monde comprend quand
méme ce que l'on veut dire, et ce méme sans y faire attention. Cependant, quand on tient a
énoncer des assertions précises et a les démontrer rigoureusement, et que ces assertions ne
sont plus des évidences, alors il faut prendre garde de ne pas dire n'importe quoi, et choisir
judicieusement les mots que 1'on emploie devient indispensable !

C’est pour éviter cet écueil que les mathématiciens ont inventé leurs propres notations :
chacun des symboles que I'on pourra ainsi utiliser a un sens bien précis, qu’il convient de
connaitre avant de 1"utiliser, et qui permet d’énoncer des assertions aussi précises que possible,
donc qui ont une chance d’étre vraie. On pourrait se passer de telles notations et rédiger les
mathématiques comme on le faisait dans I’Antiquité ou a la Renaissance. Mais le moindre
exercice de 4*™ prendrait alors des pages et des pages, ce qui ne serait guére pratique.

Dans la suite, nous verrons donc quelques unes de ces notations mathématiques, mais sur-

tout leur signification, ainsi que la maniere de (ne pas) les utiliser : utiliser de telles notations
a mauvais escient peut rendre un texte completement inintelligible !
Exercice 1 Durant la premiére guerre mondiale, un militaire remarqua que, alors que presque
toutes les parties des avions rentrés du combat portaient des traces d’impacts de balles, ce
n’était jamais le cas du cockpit. Il annonga alors a ses supérieurs que le cockpit était fragile, et
qu'il fallait le renforcer. Etes vous d’accord avec cette conclusion ?

Si oui, donner un exemple de raisonnement aussi précis que possible, qui sera a méme de
convaincre n’importe quel général; si non, expliquer tout aussi soigneusement pourquoi le
militaire a tort.

De 'usage des symboles mathématiques

J'espére que les paragraphes précédents vous ont convaincu que les mathématiques étaient
en fait du Frangais (ou de I’Anglais, de I’Allemand, de 1’Esperanto, bref, votre langue préfé-
rée). Plus précisément, tous les symboles mathématiques, qui peuvent donner a cette dis-
cipline une apparence cryptique, sont en fait des raccourcis pour éviter de faire des vraies
phrases tellement longues qu’elles en deviendraient illisibles.

Sans plus trainer, voyons donc les principaux de ces symboles, que 1’on utilise en logique :

—, la négation : on dit que «la négation de A » (ce que I'on note aussi « — A », « A » ou «non
A ») est vraie si et seulement si A est faux.

/\, la conjonction : on dit que « A et B» (ce que 1’on note aussi « A /A B» ou «A - B») est
vrai si et seulement si A et B sont tous les deux vrais.

V, la disjonction : on dit que « A ou B » (ce que I'on note aussi « AV B» ou « A + B») est
vrai si et seulement si, au choix, soit A est vrai, soit B est vrai (soit les deux).

=, l'implication : on dit que « A implique B » (ce que I’on note aussi « A = B ») si et seule-
ment si, au choix, soit A est faux, soit B est vrai (soit les deux).

&, V'équivalence : on dit que « A est équivalent a B » (ce que 1'on note aussi « A < B ») si
et seulement si, au choix, soit A et B sont tous les deux faux, soit ils sont tous les deux
vrais.

Insistons une fois encore sur la locution «si et seulement si » : au paragraphe précédent, la

papa disait «si A, alors B » alors qu’il pensait en fait « B si et seulement si A ». En particulier,
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dans ses propos, rien ne I'empéchait de punir son enfant méme si ce dernier était sage, alors
qu’il pensait en fait récompenser le charmant bambin de sa sagesse éventuelle.

D’autre part, attention ! S’il est utile de connaitre ces notations, au cas ou1 on les rencontre
un jour, il est tres important de ne les utiliser qu’avec parcimonie ! En particulier, il est toujours
plus sage de noter la négation, la disjonction et la conjonction avec des mots frangais (en
écrivant « non », « ou» et «et») plutdt qu’en utilisant des symboles cabalistiques, surtout
dans une copie écrite a la va-vite et a I’écriture chancelante.

En particulier, voici le modéle-type, mais maintes fois rencontré, de ce qu'il ne faut surtout
pas faire :

Prouvons qu’il existe une infinité d’entiers pairs. Supposons qu’il existe un nombre fini
d’entiers pairs. Donc n pair maximal = n+2 pair => n n’est pas maximal = impossible, d’ou
le résultat.

Evidemment, cet extrait de copie d’éléve est une caricature inventée pour I’occasion, mais
les incorrections qu’elle contient sont cependant couramment rencontrées dans une copie ma-
thématique. Le début de la solution proposée est correct, mais les choses se gatent a la phrase
«Donc n pair ... » En effet :

— L’entier n n’est nulle part défini : il faut toujours définir les objets que I'on utilise avant de
les utiliser, ne serait-ce que de maniere informelle! Ici, I'entier n désigne implicitement
I'entier pair maximal dont on a supposé (de maniere erronée) 1'existence.

— Marquer « impossible » en fin de ligne est sympathique; faire une vraie phrase ot1 'on
marque clairement que la situation évoquée ici est impossible serait beaucoup mieux!

— En faisant fi des précédentes remarques, on a montré que l’existence d’un entier pair
maximal était impossible, mais le lien avec la finitude éventuelle de I’ensemble des en-
tiers pairs n’apparait nulle part. En particulier, écrire « donc » en début de phrase laisse
penser que la suite d"implications ici écrite dépend de la finitude supposée de 1’ensemble
des nombres pairs, alors que cette suite d’implications est vraie en toute généralité.

I1 aurait plutdt fallu écrire quelque chose comme :

Prouvons qu’il existe une infinité d’entiers pairs. Supposons qu’il existe un nombre fini
d’entiers pairs. Il en existe alors un maximal, que I’on note n. Puisque n est pair, alors n+2
est pair aussi, donc n ne peut pas étre le plus grand entier pair, ce qui contredit sa définition.
On en conclut que notre supposition aboutissait a une situation impossible, ce qui montre
bien qu’elle était fausse, c’est-a-dire qu’il existe une infinité d’entiers pairs.

Il est important de se rappeler que savoir s’exprimer en mathématiques, c’est avant tout
s’avoir s’exprimer en Frangais ! Le but, quand on écrit une rédaction mathématique, n’est pas
simplement d’avoir raison, mais de convaincre 1’autre que I’on a raison. Une copie vraie mais
inintelligible ne vaut donc guere mieux qu’une copie fausse.

Exercice 2 Montrer soigneusement qu’il existe une infinité d’entiers impairs divisibles par
2013.

Logique booléenne et tables de vérité

Maintenant que 'on a découvert quelques symboles logiques ainsi que leur signification
et la maniere de les utiliser, faisons le lien avec ce que I'on appelle la logique booléenne. Ici, on
identifie une assertion fausse a 1’entier 0, et une assertion vraie a I’entier 1. En effet, en logique,
on ne s’intéresse qu’au caractere faux ou vrai des assertions étudiées!
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Par exemple, les assertions « Paris est la capitale du Mali » et « Paris est la capitale du
Togo » sont fausses, donc toutes les deux identifiées a 0 : du point de vue de la logique, ces
deux assertions sont strictement équivalentes. Au contraire, 'assertion «si Paris est la capitale
du Mali, alors Paris est la capitale du Togo » est vraie, donc identifiée a 1, et est logiquement
équivalente a toute autre assertion vraie.

La logique booléenne a un avantage certain, puisque I'on peut considérer toutes les asser-
tions étudiées comme appartenant a 'ensemble {0, 1}. En particulier, on peut ainsi redéfinir
les connecteurs logiques mentionnés dans la partie précédente :

—:ma=1-—a.

A:a/Ab=axbh.

V: aVb=max{q, b}

=:a=b=max{l—aqa,b}

S:asb=axb+(1—a)x(1-0b).

On peut aussi voir cela dans des tables de vérité :

a 0|0 11
b 0(1/0]1
a |01 aANb |[0|0]0 |1
—a|1]0 aVb (01 ]1]|1
a=b|1|1]0|1
asb (10|01

C’est de la que viennent les notations - et + utilisées pour symboliser la conjonction et
la disjonction : la conjonction peut vraiment étre considérée comme un produit, tandis que la
disjonction peut étre vue comme une addition (a ceci pres que 'on impose la relation 1+1 =1,
car le résultat d"une disjonction ne peut prendre que les valeurs 0 et 1).

On reconnait bien 1a le fait que 1’assertion « si Paris est la capitale du Mali, alors Paris est
la capitale du Togo » est vraie : puisque « Paris est la capitale du Mali » et « Paris est la capitale
du Togo » sont identifiées a 1’entier 0, alors I’assertion «si Paris est la capitale du Mali, alors
Paris est la capitale du Togo » est identifiée a I'entier (0 = 0) = max{1 — 0,0} =1.

En outre, I'utilisation de tables de vérité rend particulierement efficace, dans certains cas, la
démonstration de certaines propositions. Par exemple, on peut se demander a quelles condi-
tions sur a, b et c la proposition a = (b < c) est vraie. Il suffit alors de faire une table de
vérité, certes un peu plus grande que celles montrées ci-dessus :

a ofofofo0[1[1][1]1
b olol1[1]/0]0]|1]|1

c o/1/o0[1]0]1]0]1
boc 1[o[o[1[1]0[0]1
a=(bec)|1|1|1[1[1]0]0]1

Ici, on constate que la proposition a = (b < c) est vraie des lors que a = 0, oubienque b =c
(ce dont on aurait certes pu se douter des le départ), et faux dans les autres cas.

Exercice 3 Montrer que toute fonction f : {0,1} x {0,1} — {0,1} peut s’écrire a partir des
connecteurs logiques V, /A et —. Peut-on généraliser le résultat aux fonctions f : {0,1}" —
{0,1}?
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Quantificateurs existentiel et universel

Deux autres symboles que vous avez pu déja rencontrer, mais qui ne sont pas encore men-
tionnés ici, sont les symboles de quantification :

V, le quantificateur universel : si E est un ensemble et P(x) est une propriété, dépendant
d’un élément x de E (et qui peut donc étre vraie ou fausse selon 1'élément considéré),
alors on dit que « pour tout x appartenant a E, P(x) est vraie » (ce que 1’on note « Vx €
E, P(x) ») si et seulement si la propriété P(x) est vraie pour tous les éléments x de E.

3, le quantificateur existentiel : si E est un ensemble et P(x) est une propriété, dépendant
d’un élément x de E (et qui peut donc étre vraie ou fausse selon 1’élément considéré),
alors on dit que «il existe un élément x de E tel que P(x) est vraie » (ce que l'on note
«3x € E,P(x) ») si et seulement si la propriété P(x) est vraie pour au moins un élément
x de E.

Intuitivement, le quantificateur universel consiste en fait en une immense conjonction, qui
regrouperait tous les éléments de E : par exemple, si E est un ensemble fini, contenant les trois
éléments a, b et ¢, alors Vx € E,P(x) est une assertion vraie si et seulement si P(a), P(b) et
P(c) sont toutes les trois vraies, ce que I’on peut aussi écrire P(a) AP(b) /AP(c). Mais utiliser le
quantificateur universel est pratique quand E est un ensemble tres grand, voire un ensemble
infini ! ou alors quand on ne connait pas bien les éléments de E.

De méme, le quantificateur existentiel consiste en fait en une immense disjonction, qui
regrouperait tous les éléments de E : dans le méme exemple que précédemment, Ix € E, P(x)
est une assertion vraie si et seulement si au moins 1'une des assertions P(a), P(b) et P(c) est
vraie, ce que 1’on peut aussi écrire P(a) V P(b) V P(c).

Cependant, et de méme que pour les connecteurs logiques tels que = et V, il faut faire
attention a la fagcon dont on utilise les symboles V et 3 et, dans le doute, mieux vaut mettre
explicitement « pour tout x appartenant a ’ensemble E... » En particulier, il faut bien prendre
garde de ne jamais utiliser ces quantificateurs sil’on ne sait pas dans quel ensemble E on peut
choisir 1’élément x. Et, bien stir, de méme qu’il faut a tout prix éviter d’écrire « = » au lieu de
«donc », ou bien « < » au lieu de « ce qui est équivalent a » ou « c’est-a-dire », on nutilise pas
les symboles « V » et « 3» en guise d’abbréviation : gare a celui qui écrira «merci V! »ala
fin d"une lettre de remerciements !

Enfin, il faut bien évidemment prendre garde de ne jamais définir deux fois le méme objet,
et de se rappeler que les variables définies a 1’aide d’un quantificateur existentiel ou universel
sont muettes :

— les assertions « Vx € E,P(x) » et «V( € E,P(() » sont équivalentes (quand bien méme le

symbole ( fait beaucoup plus savant quun banal x);

— l'assertion « 3x € E,Vx € F, P(x) » n"a aucun sens, car la variable x était déja définie (dans

la partie « 3x € E ») quand on tente de la redéfinir (dans la partie « Vx € F»).

Jouer avec les formules logiques

L'intérét des connecteurs logiques et des quantificateurs est d’exprimer simplement des
formules mathématiques. Cependant, certaines formules peuvent étre difficiles a manipuler,
de méme qu’il peut étre difficile de se faire une intuition sur le sens mathématique de la
proposition qu’elles représentent. Une idée est donc de simplifier les formules, et également
de reconnaitre certains cas ot I'on aurait envie, mais a tort, de croire que certaines formules
sont équivalentes alors qu’elles ne le sont pas.
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Tout d’abord, voici quelques relations que I’on peut trouver entre les connecteurs logiques,
et que I'on peut facilement vérifier a ’aide de tables de vérité :

— A est équivalent a B si et seulement si A et B s"impliquent 1’un 1"autre.

— A implique B si et seulement si (non A) ou B est vrai.

— A ou B est vrai si et seulement si non ((non A) et (non B)) est vrai.

— A et B est vrai si et seulement si non ((non A) ou (non B)) est vrai.

— non(non A) est vrai si et seulement si A est vrai.
Les deux derniéres lignes sont aussi connues sont le nom de lois de De Morgan, en hommage a
celui qui les a identifiées pour la premiere fois, et du fait de leur importance.

a 0|1
—a 10
—(—a) |0 |1
a=—(—a)
a 00|11 a 00|11
b 0/|1/0]1 b 0101
a<sb 10|01 a=>b 1101
a=b 11,01 —a 1{1/01]0
b=a 170110 (—a) Vb 1/1(0(0
(a=b)A(b=a) 10|01
aeb=(a=b)A(b=aqa) a=b=(—a)Vb
a 0,011 a 0/|011
b 0101 b 0(1]|]0]1
aVb O[1]1/1 a/Ab 00|01
—(aVb) 1/0[0]|0 —(a/\'b) 1/1(1]0
—a 1/1]0]0 —a 1/1(0]0
—b 1/0[1]0 —b 1/0(1]0
(—a) A\ (—D) 1/0[0]0 (—ra)V(=b) [1]1]1]0
~(aVb) =(—a) A (—b) —(a/Ab) = (—a)V (—b)

On peut faire encore plus fort et toujours transformer une formule logique en une formule
équivalente, mais :

— sans symbole =, <, et

— ol les symboles — apparaissent toujours aussi a droite que possible.

Concretement, on commence par faire disparaitre tous les symboles = ou < en utilisant
les relations ci-dessus. Puis il s’agit de faire passer un symbole — «a droite » d"un connecteur
—, V ou /\, ou d'un quantificateur vV ou 3. On procede alors en faisant les transformations
suivantes :

— «—(Vx € E,P(x)) » devient « Ix € E, —P(x) »

— «—(dx € E,P(x)) » devient « Vx € E, —P(x) ».

— «—(a/\b) » devient « (—a) V (—b) »

— «—(aVb)» devient « (—a) /\ (—b) »

— «—(—a) » devient « a ».
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On a déja montré, ci-dessus, que les trois dernieres simplifications étaient légitimes. Quant
aux deux premieres, on se convainc facilement qu’elles fonctionnes si on se rappelle que les
quantificateurs existentiel et universel représentent respectivement des disjonctions et des
conjonctions « géantes ».

Cela dit, si on le préfere, on peut aussi constater directement que ces simplifications fonc-
tionnent : dire «il est faux que la proposition P(x) soit vérifiée pour tout x € E » revient a
dire « il existe au moins un x € E tel que la proposition P(x) n’est pas vérifiée », ou encore
«il existe au moins un x € E tel que la proposition —P(x) est vérifiée ». De méme, dire «il
est faux que la proposition P(x) soit vérifiée pour au moins un x € E » revient a dire « pour
tout x € E, la proposition P(x) n’est pas vérifiée », ou encore « pour tout x € E, la proposi-
tion —P(x) est vérifiée ». Devant la lourdeur de telles phrases, on comprend vite 'intérét de
I'utilisation du langage mathématique et de ses symboles.

Enfin, de méme que l'ordre des mots est important en Frangais, I’ordre des mots ou des
symboles est important en mathématique. Ainsi, les phrases « La France a battu la Suisse 3
a 0» et « La Suisse a battu la France 3 a 0 » n’ont pas du tout la méme signification, alors
qu’on s’est contenté d’y échanger les places de deux mots. De méme, I'ordre des connecteurs
et quantificateurs est tres important. Par exemple, on peut dire que tout enfant a une maman :
« pour tout élément E de I’ensemble des enfants, il existe un élément M de 1’ensemble des
mamans tel que M est la maman de E ». Cette phrase est tres différente de la suivante, et qui
signifie que tous les enfants du monde ont la méme maman : «il existe un élément M de
I’ensemble des mamans tel que, pour tout élément E de 1’ensemble des enfants, M est la
maman de E ».

Pour résumer, notons que :

— on peut toujours échanger deux occurrences successives du quantificateur universel : les

assertions « Vx € E,Vy € F,P(x,y) » et «Vy € F,Vx € E, P(x,y) » sont équivalentes ;

— on peut toujours échanger deux occurrences successives du quantificateur existentiel :
les assertions « 3x € E, 3y € F,P(x,y) » et « Jy € F,Ix € E,P(x,y) » sont équivalentes;

— on ne peut pas échanger deux quantificateurs universel et existentiel (a priori) : les as-
sertions «Vx € E,Jy € F,P(x,y) » et «Fy € F,Vx € E,P(x,y) » ne sont en général pas
équivalentes;

— on peut toujours faire passer les symboles — le plus a droite possible (en faisant comme
indiqué ci-dessus);

— on peut toujours modifier le nom d’une variable introduite a I'aide d"un quantificateur
existentiel ou universel (mais alors il faut faut faire attention de modifier le nom de cette
variable a chaque fois qu’elle apparait ensuite, et a ne pas réutiliser un nom de variable
déja utilisé) ;

— on peut toujours faire passer le quantificateur universel a gauche des connecteurs ou et
et : les assertions « (Vx € E,P(x,y)) V Q(y)) » et «¥x € E,(P(x,y) V Q(y)) » sont équi-
valentes, de méme que les assertions « (vVx € E,P(x,y)) A Q(y)) » et «¥x € E, (P(x,y) A
Q(y)) » sont équivalentes;

— on peut toujours faire passer le quantificateur existentiel a gauche des connecteurs ou et
et : les assertions « (Ix € E,P(x,y)) V Q(y)) » et «Ix € E,(P(x,y) V Q(y)) » sont équi-
valentes, de méme que les assertions « (3x € E,P(x,y)) A Q(y)) » et «Ix € E, (P(x,y) A
Q(y)) » sont équivalentes.

On peut se dire qu'il y a 1a beaucoup de régles a retenir : ce n’est pas totalement faux, mais

on peut aussi les réinventer en direct tant elles sont naturelles : une méthode pratique est de
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regarder ce que de telles régles (celles-ci ou d’autres qu’on aura voulu inventer) donnent sur
des exemples simples, ou encore de se rappeler que les quantificateurs ne sont rien d’autre
que des conjonctions et des disjonctions géantes.

Exercice 4 On dit qu'une suite (U, )nen @ une limite L € R si et seulement si Ve € R,IN €
N,vyn e N, (e >0An > N) = |[L—u,| < ¢. Cette définition est-elle équivalente aux définitions
suivantes ?

1. VeeR,e<OV(EANeNWMeN,|L-—u,<eVn<N);
2. VeeRVvneN,IANeEN,(e>0An>N)=|L—u,| <¢;
3.Vee R,ANeN,VneN,(e>0An>N)=|L—u,l<c¢g;
4. INeN,Vee R,vyneN,(e >0 An>N)=|L—u,| <«

- Différents types de raisonnements -

Le raisonnement par équivalences successives

Nous avons raconté, ci-dessus, en quoi la logique traitait des assertions qui sont soit vraies,
soit fausses. En outre, nous avons vu comment lier certaines de ces assertions a d’autres, au
moyen de connecteurs logiques comme la disjonction et I’équivalence. Il nous faut maintenant
nous intéresser au raisonnement, c’est-a-dire a ce qui permet de dire, sachant que certaines
propositions sont vraies, qu'une autre proposition est vraie (ou fausse).

Le premier de ces modes de raisonnement est le raisonnement par équivalences successives.
I vise a répondre a des questions du type : « Quels sont les entiers n tels que la propriété
P(n) soit vraie ? » Pour répondre a une telle question, on cherche des propriétés P, P,,. .., Pk
telles que, quel que soit 'entier n considéré, P(n) < P1(n) < Py(n) & -+ < Py(n). Alors on
peut dire que les entiers 1 tels que la propriété P(n) est vraie sont exactement les entiers n tels
que la propriété P, (n) est vraie.

Notons, au passage, que ce genre de raisonnements n’a d’intérét que si la propriété Py ap-
parait comme plus simple ou plus naturelle que la propriété P elle-méme. Sinon, point n’était
besoin de s’embéter, on aurait pu se contenter de 1’assertion (évidente mais peu informative)
selon laquelle « Les entiers n tels que la propriété P(n) est vraie sont les entiers tels que la
propriété P(n) est vraie. »

Le raisonnement par analyse et synthése

Dans certains cas, il est difficile de procéder par équivalences successives : comment trou-
ver la suite de propriétés Py, P,,..., Py qui fonctionnera? On peut alors recourir a un autre
type de raisonnement, a priori plus facile a trouver : le raisonnement par analyse et synthese. Lui
aussi vise a répondre aux questions du type : « Quels sont les entiers n tels que la propriété
P(n) soit vraie ? » Cependant, le processus suivi est différent.

Dans un premier temps, on cherche des propriétés Py, P,,..., Py telles que, quel que soit
I'entier n considéré, P(n) = Pi(n) = P2(n) = --- = Py(n) : il s’agit de la phase d’analyse.
Puis, dans un deuxiéme temps, on cherche d’autres propriétés Q;, Qo, ..., Q. telles que, quel
que soit ’entier n considéré, Py(n) = Q1(n) = Q2(n) = --- = Q¢(n) = P(n) : c’est la phase
de synthese.
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On peut alors en déduire que P(n) = Py(n) et que Px(n) = P(n), ce qui signifie que
P(n) et Px(n) sont des propriétés équivalentes. Notons que le raisonnement par équivalences
successives est, dans un sens, un cas particulier du raisonnement par analyse et synthese, ot
'on aurait choisi Q1 = Px_1, Q2 = Px_2,..., Q¢ = P;1. Cependant, s’il est possible de procéder
directement par équivalences successives, il est alors souvent plus simple d’exposer le résultat
obtenu.

En outre, il est bien sur possible d’inverser 1’ordre des phases d’analyse et de synthese,
voire de mélanger les deux. De maniere générale, on pourra toujours se permettre de mélan-
ger plusieurs types de raisonnement différents; mais alors il faudra veiller a rester tres clair
sur le type de raisonnement que 1’on est en train de suivre : il faut que le lecteur ait toujours
une idée assez précise du cheminement suivi dans le raisonnement, ce sans quoi il sera vite
perdu, donc dans I'impossibilité de le comprendre.

Exercice 5 Identifier I'ensemble des paires (x,y) de nombres réels telles que 2x +y = 5 et
x — 3y = 6. On procédera de deux manieres différentes :

1. par équivalences successives ;

2. par analyse et synthese.

Le raisonnement par contraposée

Le raisonnement par contraposée est utile quand on veut démontrer des implications. Il
vise a répondre a une question du type : « Montrer que A = B.»

I consiste simplement a montrer une autre implication que celle demandée, a savoir 'im-
plication « (non B) = (non A) ». En effet, en utilisant une table de vérité, on constate aisément
que les deux propriétés « A = B » et « (non B) = (non A) » sont équivalentes :

U o)UY QU QY YN
Ol O O Of =

—| oo R m|m

Le raisonnement par I’absurde

Le raisonnement par 1’absurde repose sur le principe du tiers exclus : soit une propriété A
est vraie, soit elle est fausse. Le raisonnement par 1’absurde vise a répondre a une question du
type : « Montrer que la propriété A est fausse. »

Il consiste alors a supposer que la propriété A est vraie, puis, sous cette hypothese, a abou-
tir a une absurdité. En d’autres termes, il s’agit de trouver des propriétés Py, Py, ..., Py telles
que A = Py = P, = .-+ = Py, ot Py est une propriété notoirement fausse. On en déduit
alors que la propriété A ne pouvait étre vraie et, puisqu’elle est nécessairement soit vraie soit
fausse, elle est fausse.

En particulier, des lors que 'on souhaite montrer qu'une propriété A est fausse, on peut
toujours supposer, sans perte de généralité. En effet, dans la vie, il y a deux cas de figure :
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soit la propriété A est fausse, auquel cas on a déja gagné ; soit elle est vraie, et c’est le seul cas
intéressant, donc le cas dans lequel on décide de se placer.

On notera cependant que de nombreux lecteurs tendent a considérer 1'utilisation du rai-
sonnement par ’absurde comme assez lourd : si on peu montrer directement que A est fausse,
pourquoi s’embéter a supposer d’abord que A est vraie, et ainsi s’encombrer d'une hypothese
inutile ? De maniere générale, en effet, plus une preuve est simple, mieux elle sera comprise,
et plus son auteur sera content.

Enfin, notons le raisonnement par 1’absurde n’est qu'un cas particulier du raisonnement
par contraposée : en effet, pour montrer la propriété « non A » — c’est-a-dire la propriété « Vrai
= (non A) » — on a en fait montré la propriété « A = Faux ».

Exercice 6 Identifier I’ensemble des entiers naturels non nuls n tels que n™ est pair.

Le raisonnement par récurrence

Le raisonnement par récurrence fait suite a la question naive : jusqu’ol1 savez-vous comp-
ter ? Poser cette question a un enfant en bas-age est généralement délectable, car quand il
annonce un nombre (par exemple « un million »), on peut lui demander : « alors tu ne sais pas
compter jusqu’a un million un? » Ce a quoi il répondra invariablement «si, bien str ! »

De maniere générale, quand on sait compter de 1 jusqu’a n et qu’on sait compter de n
jusqu'a n + 1, alors on sait compter de 1 jusqu’a n + 1. Puis, si I'on sait compter de n + 1
jusqu’a n + 2, alors on sait en fait compter de 1 jusqu’a n + 2. Et ainsi de suite. C’est cet ainsi
de suite que le raisonnement par récurrence permet de formaliser.

Le raisonnement par récurrence vise a répondre a une question du type : « Montrer que
la propriété P(n) est vraie pour tout entier naturel n. » Il consiste en 3 étapes (que 1’on peut
traiter dans 1’ordre qu’on veut, mais qui sont usuellement présentées dans cet ordre) :

1. L'initialisation : On montre que la propriété P(0) est vraie.

2. L'hérédité : On montre que, si n est un entier naturel tel que P(n) est vraie, alors P(n+1)
est vraie aussi.

3. La conclusion : On en conclut que P(n) est vraie pour tous les entiers naturels.

Pourquoi cela marche-t-il ? Montrons-le avec un raisonnement par 1’absurde, et supposons
qu’il existe moins un entier naturel n tel que P(n) est fausse. Alors 'ensemble E = {n € N :
P(n) fausse} des entiers naturels n tels que P(n) est fausse est un ensemble non vide. Par
conséquent, il admet un élément minimal, que I’on notera m. Puisque P(0) est vraie, on sait
que m > 0. En particulier, puisque m — 1 est un entier naturel strictement inférieur a m, on en
conclut que P(m — 1) est vraie. Mais alors la phase d’hérédité nous prouve que P(m) est vraie
aussi, ce qui contredit le fait que m appartienne a I’ensemble E ! Notre supposition était donc
fausse, ce qui clot notre démonstration.

Notons ici que, dans tous les cas, on pourra remplacer un raisonnement par récurrence par
un raisonnement par ’absurde similaire a celui présenté ci-dessus. En particulier, de maniére
générale, quand on veut montrer qu'une propriété P(n) est vraie pour tous les entiers naturel
n, il peut toujours étre pratique de procéder par 1’absurde, en supposant que 'ensemble E est
non vide, puis se concentrer sur un élément remarquable de E : son minimum, son maximum
(si E est nécessairement fini, par exemple dans le cas d"une propriété P(n) vraie dés que n >
2013%°"%), un nombre premier qui appartiendra éventuellement a E, etc.
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Ce type de généralisation nous permet d’ailleurs d’utiliser un raisonnement par récurrence
forte, analogue au raisonnement par récurrence :

1. L'initialisation : On montre que la propriété P(0) est vraie.

2. I’hérédité : On montre que, si n est un entier naturel tel que P(k) est vraie pour tous les
entiers naturel k < n, alors P(n + 1) est vraie aussi.

3. La conclusion : On en conclut que P(n) est vraie pour tous les entiers naturels.

Une fois encore, la 1égitimité du raisonnement par récurrence s’observe facilement si 'on
considere I'ensemble E des entiers naturels n tels que P(n) est fausse.

Enfin, voici une chose a laquelle il convient de faire extrémement attention : dans la plupart
des cas, le probleme que vous étudierez ne vous demandera pas de montrer une propriété que
I’on montre directement par récurrence. Souvent, ce sera a vous d’inventer une propriété, que
vous prouverez par récurrence, puis a 1'aide de laquelle vous pourrez résoudre I’exercice. 11
convient alors d’étre vigilant et d’exprimer tres clairement quelle est la propriété que 'on veut
montrer par récurrence : on ne saurait trop vous conseiller, avant toute démonstration par
récurrence, d’énoncer explicitement la propriété P(n) que I'on entend démontrer. En effet, en
pratique, il n’est pas rare de voir un éleve prétendre démontrer une propriété P par récurrence,
mais ne pas utiliser la bonne initialisation (montrant une propriété Q(0) plus faible que la
propriété P(0)) ou se tromper dans la phase d’hérédité (en utilisant une hypothese du type «si
Q(n) est vraie, alors P(1n + 1) est vraie » pour une propriété Q(n) plus forte que la propriété
P(n))!

Exercice 7 Soit (u,) la suite réelle telle que uy = 3 et u,41 = v/2 + u,,. Montrer que la suite
(u,) est bien définie et strictement décroissante.

- Conclusion : a-t-on tout raconté ici? -

Ce cours constitue une simple introduction a la logique : on y a donc donné quelques
idées simples a la base du raisonnement mathématique, et qu’il est absolument nécessaire de
maitriser si l’on tient a mener quelque raisonnement que ce soit. En particulier, rappelons ici
les quelques grands principes qu’il convient de ne jamais oublier :

— ne jamais utiliser une notion ou un objet non encore défini;

— dans le doute, toujours préférer écrire une phrase claire en Frangais plutdt que d’aligner

des symboles dont la signification sera douteuse;

— ne pas confondre implication, corrélation et équivalence;

— toujours rester aussi clair que possible sur le déroulement de la démonstration que I'on
est en train d’écrire : si I'on parle de raisonnement par 1’absurde au lieu de parler de
raisonnement par analyse et synthése, on perdra le lecteur a coup stir !

— ne pas oublier qu'une démonstration non comprise par le lecteur est assimilable a une
démonstration fausse.

Si ce domaine vous intéresse, vous découvrirez plus tard qu’il est en effet tres profond, et

passionnant, avec des résultats tels que :

— I'étude des propriétés exprimables dans un certain vocabulaire (par exemple avec les
connecteurs logiques et les quantificateurs mentionnés ci-dessus) ;

— l'apparition de paradoxes, qui montrent qu’on peut facilement énoncer des définitions
dénuées de sens (que dire de ’ensemble de tous les ensembles ?) ;
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— l'existence de propriétés vraies mais non démontrables, ou encore «ni vraies ni fausses »
(ce sont des propriétés dont on peut supposer qu’elles sont vraies ou fausses, et ce sans
aboutir a une contradiction) : et oui, ¢a parait fou, mais c’est pourtant vrai!

- Solutions des exercices -

Solution de I'exercice 1 Nous allons montrer ici que le militaire a raison. On peut supposer,
sans prendre trop de risques, que les balles ennemies arrivent a peu pres uniformément sur
la surface de I’avion ; en particulier, il est certain que les cockpits doivent recevoir des balles,
comme toutes les autres parties de I’avion. Or, nul avion dont le cockpit a été touché par une
balle n’est rentré a bon aéroport. On en conclut donc que, des lors qu’un avion est touché par
une balle, il est condamné au crash. Cela signifie que le cockpit est tres fragile, et donc qu’il
faut en effet songer a le renforcer !

Solution de I'exercice 2 On pourrait utiliser un raisonnement par 'absurde, comme dans le
cours qui précede. Cependant, on peut également fournir une preuve directe. En effet, pour
tout entier naturel n, notons que 2013(2n + 1) est un entier impair divisble par 2013 ; en outre,
ces entiers sont deux a deux distincts. Il s’ensuit donc que ces entiers sont en nombre infini et
que, a fortiori, il existe une infinité d’entiers impairs divisibles par 2013.

Solution de l'exercice 3 On va ruser un peu, et fournir une construction générique permettant
de représenter toute fonction f : {0, 1} — {0, 1} a partir des connecteurs logiques V, A et —. En
effet, rien que dans le cas n = 2, on a 2 valeurs possibles pour chacun des 22 éléments de {0, 1},
soit 2% = 16 fonctions possibles : dans le cas général, il existe 22" fonctions f : {0, 1}™ — {0,1}
possibles, et il serait peine perdue d’exxayer de les énumérer toutes.

La construction que nous allons utiliser est la forme normale disjonctive. Elle est trés pratique,
puisque deux formules de logique propositionnelle (sans quantificateurs) sont identiques si
et seulement si elles ont méme forme normale disjonctive : et, puisque deux formules de
logique propositionnelle peuvent étre interprétées comme des fonctions f : {0, 1} — {0,1}, il
nous suffit de définir la forme normale disjonctive pour ces 2*" fonctions possibles.

Pour ce faire, fixons une fonction f. On note F I'ensemble des n-uplets (x1,%z, ..., %, ) tels
que f(x1,%2,...,%xn) = 1. Ensuite, a chaque tel n-uplet x, on associe une conjonction X, appelée

forme normale disjonctive de f : on choisit X = ( A (ﬁvi)> N\ ( A\ Vvi|. Puis on associe a
x1=0 xi=1

f la disjonction \/, .y X. Remarquons que, alors que nous avons noté les variables de f par

X1,X2,...,Xn, les variables utilisées dans la formule associée a la fonction f sont v, vy, ..., vn.

Cependant, a ce renommage pres (délibérément choisi ici, pour ne pas confondre les x; et les

Vi), on vérifie facilement que \/, . X représente effectivement la fonction f.

Solution de I'exercice 4 Nous allons montrer que la définition d"une suite (u, )nen ayant une li-
mite L € R — que nous noterons « définition 0) » pour des raisons pratiques — est équivalente
aux définitions 1) et 3), mais pas aux définitions 2) et 4).

1. Transformons progressivement notre définition 0) en des définitions qui lui sont équi-
valentes :

0) estéquivalenta Ve e R,INeN,VneN,=(e >0An>N)VI[L—u,[<¢
estéquivalenta Ve e R,ANeN,Vne N, e <OVn<NVIL—u,|[<¢
estéquivalenta Ve e R, e <OV (INeN,VneNn<NVIL—-u,| <¢)
est équivalenta 1).
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2. Il nous suffit de remarquer que la suite (un)ney telle que tout u, = O etleréel L = —2
satisfont la définition 2) mais pas 0) :
— Dans la définition 0), si on prend ¢ = 1, alors |[L — un| > ¢ (alors que ¢ > 0 et que
N > N) quelque soit N € N.
— Dans la définition 2), si on prend de maniere systématique N = n + 1, on remarque
que l'assertion ¢ > 0 An > N est nécessairement fausse, donc que la définition 2) est
nécessairement satifsaite.

3. Montrons que les définitions 0) et 3) s"impliquent mutuellement :

0) estéquivalenta Ve c R, INeNVneN,(e>0An>N)=[L-u,/<e
estéquivalenta Ve e R, AN eN,VneN,(e/2>0An>N)=|L—-u,|<e/2
estéquivalenta Ve e R, AN eN,VneN,(e >0An>N) = [L—u,|<e/2

implique VeeR,INeN,VneN,(e>0An>N)=|L-—u,<e
implique VeeR,ANeN,VneN,(e>0An>N)=|L—u,/<e
implique 3)

3) estéquivalenta Ve e R,INeN,VneN,(e>0An>N)=[L-—u,|<e
estéquivalenta Ve e R,ANeN,vneN,(e>0An>N+1)=|L-u,/<e
implique VeeR,AM e N,V neN,(e>0An>M)=[L—u,<e
implique VeeR,AM e N,V neN,(e>0An>M)=|L—u,| <c¢
implique 0).

4. Tl nous suffit de remarquer que la suite (U )nen telle que tout u, = -5 etleréel L =0

satisfont la définition 0) mais pas 3) :

1

— Dans la définition 3), si on prend ¢ = 5,

N > N) quelque soit N € N.

— Dans la définition 0), si on prend de maniere systématique N = 1 quand ¢ < 0 et
N > 1 quand ¢ > 0, on remarque que soit I'assertion ¢ > 0 An > N est fausse,
soit 'assertion |L — u,| < ¢ est vraie, de sorte que la définition 0) est nécessairement
satifsaite.

alors |[L —un| > ¢ (alors que € > 0 et que

Solution de I'exercice 5 Comme demandé dans 1’énoncé, identifions ’ensemble des paires (x, y)
de nombres réels telles que 2x +y = 5 et x — 3y = 6 en procédant d’abord par équivalences
successives, puis par analyse et synthese.

1. Transformons ici le systeme d’équations {2x +y = 5,x —3y = 6} en des systéemes d’équa-
tions qui lui sont équivalents :

{2x+y =5x—3y =6} estéquivalenta {y=>5—2x,x=23y+ 6}
est équivalenta {y =5—2x,x =21 —6x}
est équivalenta {y =5—2x,7x =21}
est équivalenta {x =3,y =-1}

des paires (x,y) solutions de notre systeme d’équation est ’ensemble § = {(3, —1)}.

Donc 'ensemble

2. Recommencgons le travail en procédant par analyse et synthese : si2x+y = 5et x—3y =6,
alors x = 3y +6,donc 2(3y + 6) +y = 7y + 12 = 5; il s’ensuit que 7y = —7, cest-a-
dire y = —1, puis x = 3y + 6 = 3. Réciproquement, on vérifie aisément que la paire
(x,y) = (3,—1) est bien une solution au probléme, donc que 'ensemble des solutions
recherché est I’'ensemble 8§ = {(3,—1)}.
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Solution de I’exercice 6 Nous allons montrer que I’ensemble recherché est 'ensemble des en-
tiers pairs. Pour ce faire, nous allons procéder par analyse et synthése. Dans un premier temps
(I’analyse), montrons que les entiers recherchés sont nécessairement pairs ; nous aboutirons a
ce résultat en démontrant sa contraposée : si n est impair, alors n™ est impair aussi.

Ce dernier résultat est obtenu a la suite d’une récurrence, ott nous montrons en fait la
propriété P(k) suivante : si n est impair, alors nk est impair aussi. L'initialisation, pour k = 0,
est évidente : en effet, n’ = 1 est bien impair; il s’ensuit que P(0) est effectivement vraie. De
surcroit, soit k un entier naturel tel que P(k) est vraie : si n est impair, alors n**! = n x n*
est le produit de deux nombres impairs, donc est un nombre impair lui-méme; cela prouve
la propriété P(k). On en déduit que la propriété P(k) set vraie quel que soit I'entier naturel k
considéré : en particulier, si n est impair, P(n) montre bien que n™ est impair également.

Procédons maintenant a la phase de synthese, et montrons que, si n est pair, n™ est pair
aussi : si n est pair, alors 2 divise n, donc 2 divise n x n™ ! = n™ aussi, et n™ est bien pair!

En conclusion, I’ensemble recherché est bien 1’ensemble des entiers pairs.

Solution de 'exercice 7 Que peut signifier le fait que la suite (u,,) soit bien définie? Cela veut
tout simplement dire que chacun des termes 2 + u,, doit étre positif ou nul, de sorte que I'on
puisse en extraire la racine carrée. Prouvons donc tout cela a ’aide d"une unique récurrence, et
prouvons la propriété P(k) = «les termes uy et uy 1 sont bien définis, et tels que ux > uy g >
0 ».

Tout d’abord, notons que vy = 3, donc que u; = V5, de sorte que P(0) est vraie. Sup-
posons maintenant que P(k) est vraie, et montrons P(k + 1). D’une part, d’apres P(k), on
sait que uy;1 > 0 est bien défini, de sorte que 2 + w1 > 0 et que Ux2 = V2 + U1
est également bien défini. En outre, P(k) indique également que ux > uyyq; puisque la
fonction x +— /24 x est strictement croissante sur l'intervalle [0, +oo[, on en déduit que
U1 = V2+ug > V24 Ur1 = Wi, ce qui montre P(k + 1). Ainsi, la propriété P(k) est
vraie pour tout entier naturel k, ce qui clot cette solution.

4 TD de stratégies de base

- Enoncé des exercices -

Exercice 1 Au premier jour d'un congres, n scientifiques se serrent la main. Montrer qu’a
n’importe quel moment, le nombre des scientifiques ayant serré un nombre impair de mains
est pair.

Exercice 2 Montrer que pour tout entier naturel n, il existe un multiple de n a n chiffres et
qui s’écrit uniquement avec des 0 et des 1.

Exercice 3 Waldetrade et Zénobie jouent au jeu suivant : sur un 2014-gone régulier, chacune
trace tour a tour une diagonale. La derniére a tracer une diagonale qui ne coupe aucune autre
diagonale déja tracée remporte la partie. Qui gagne ?

Exercice 4 Un roi se trouve dans un coin d’un damier m x n. Tour a tour, Anthelme et Bru-
nehaut le déplacent selon la régle des échecs (d"une case, on peut accéder a ses 8 voisines). Le
premier qui repasse par une case déja visitée a perdu. Qui gagne ?

Exercice 5 Sur un cours d’eau circulaire sont disposés n hors-bords, et ils ont au total juste as-
sez de carburant pour faire le tour du cercle. Montrer qu'un certain hors-bord peut réaliser ce
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tour sans tomber en panne, en prenant le carburant des hors-bords stationnés sur son chemin.

Exercice 6 On place des tours sur un échiquier n x n de sorte que, si la case (i,j) est libre,
alors il y a au moins n tours sur la i-eme ligne et j-éme colonne. Montrer qu’il y a au moins
n?/2 tours sur 1'échiquier.

Exercice 7 On dispose de 7 longueurs, entre 1 cm et 12 cm. Montrer qu’on peut en trouver
trois qui sont les longueurs des cotés d"un triangle non aplati.

Exercice 8 On colorie chaque point du plan en blanc ou en noir. Montrer qu’il existe un tri-
angle équilatéral dont les sommets sont de la méme couleur.

Exercice 9 On considére un damier d’échecs 8 x 8. On choisit un bord de départ et on appelle
zigzag un chemin qui rejoint le bord opposé en passant sur exactement 8 cases blanches et
aucune noire. Combien y a-t-il de zigzags?

Exercice 10 On considere six points du plan, trois d’entre eux n’étant jamais alignés. On colo-
rie en rouge ou en bleu tous les segments reliant entre eux deux des six points. Montrer qu’il
existe un triangle monochrome.

Exercice 11 Maintenant, on dispose de n couleurs. Montrer que 3n! points suffisent pour étre
str d’avoir un triangle monochrome.

- Solutions des exercices -

Solution de I'exercice 1 Notons ay,-- - ,a, les nombres de poignées de mains échangées a un
certain moment. Apres une poignée de main, deux scientifiques comptent une salutation de
plus, donc la somme a; +- - - +a, est paire. L'énoncé demande de montrer qu’il y a un nombre
pair de a; impairs : mais la somme des a; pairs est paire, donc par soustraction, la somme des
a; impairs est également paire. Il y a donc un nombre pair de a; impairs.

Solution de ’exercice 2 Considérons les nombres 1,11,---,1...1 (ce dernier ayant n chiffres 1).
Sil'un d’entre eux est multiple de n, on rajoute des 0 derriere jusqu’a ce qu’on ait n chiffres,
et on a le multiple cherché.

Sinon, deux d’entre eux, le i-eme et le j-eme avec 1 < 1 < j < n ont le méme reste dans la
division euclidienne par n selon le principe des tiroirs : en effet, le reste 0 étant éliminé (aucun
multiple de n), il reste n — 1 restes pour n entiers. Donc leur différence 1..10..0 avec i zéros et

j — i chiffres 1 est multiple de n. De nouveau, on rajoute des 0 derriere jusqu’a ce qu’on ait n
chiffres.

Solution de I'exercice 3 Waldetrade I'emporte a coup str : elle trace une grande diagonale dans
le 2014-gone qui le sépare en deux polygones symétriques par rapport a cette diagonale. Zé-
nobie ne peut tracer de diagonale qui traverse celle tracée par Waldetrade, donc elle en trace
une dans un des deux polygones obtenus. Waldetrade n’a plus qu’a tracer la méme diagonale
dans l’autre polygone. Elle procede ainsi a chaque nouveau tracé de Zénobie jusqu’a ce que
cette derniére soit obligée de perdre en tracant une diagonale de trop.

Solution de I’exercice 4 Le résultat dépend de la parité du produit nm.
Si nm est pair, on peut partitionner la grille en dominos de taille 1 x 2. Le roi se trouve
dans un des dominos. Anthelme le bouge dans 1’autre partie du domino, dans lequel on n’a
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désormais plus le droit de retourner. Brunehaut est donc obligée de bouger le roi dans un autre
domino, qu’Anthelme compléte au coup suivant, et ainsi de suite jusqu’a ce que Brunehaut
soit bloquée. Ainsi, Anthelme a une stratégie gagnante.

Si nm est impair, on partitionne de la méme maniére la grille en laissant une case seule
dans un coin : la case ol se trouve le roi initialement. Cette fois-ci, Anthelme commence les
dominos et Brunehaut les finit : elle a donc une stratégie gagnante.

Solution de I'exercice 5 Tant qu’a faire, autant exposer deux solutions. Les plus courtes étant les
meilleures, et le meilleur étant gardé pour la fin, on commence par une récurrence sur n.

L'initialisation a n = 1 est évidente. On suppose le rang n > 1, et on considere n + 1 hors-
bords. Il y en a au moins 1 qui a assez de carburant pour aller au suivant (sinon, ils n’auraient
pas assez de carburant a eux tous), et on peut alors remplacer ces deux hors-bords par un seul,
positionné a I’endroit ot se trouve le premier des deux, ayant la somme de leurs quantités de
carburant. On se raméne ainsi au cas ot il y a n hors-bords, supposé résolu par hypothese de
récurrence.

Utilisons le principe de I'extremum : on imagine un hors-bord (fictif) avec suffisamment
d’essence qui fait le tour en prenant I’essence des n hors-bords sur son chemin. En atteignant
un certain hors-bord, sa jauge d’essence sera minimale. Alors ce hors-bord peut réaliser le
tour souhaité.

Solution de I'exercice 6 Considérons la ligne ou colonne ayant le moins de tours, mettons une
ligne. Elle contient k tours. Si k > 7, alors sur les n lignes il y a bien au moins n x n/2 tours.
Sinon, sur chacune des n — k colonnes dont la case en commun avec la ligne en question est
vide, il y a au moins n — k tours. Quant aux k autres colonnes, elles ont chacune au moins k

tours (par définition de k). Ce qui fait, au total, au moins (n—k)?+k? tours, soit n?/ 24—“172&)2 >

n2/2.

Solution de 'exercice 7 Soit l; < --- < 1y les longueurs dont on dispose. Supposons par 1'ab-
surde qu’on ne puisse former de triangle avec trois quelconques d’entre elles : par I'inégalité
triangulaire, I3 > 1, +1;.Or l,, l; > 1,doncl3 > 2. Deméme, l; 2 I3+ 1, 23, s > L4+ 13 > 5,
etc. et on trouve l; > 13, or l; < 12 d’apres 1'énoncé, ce qui est une contradiction. Donc on
peut bien former un triangle non dégénéré.

Solution de 'exercice 8 Considérons un hexagone régulier tel que son centre soit, disons, blanc.
La figure suivante illustre la seule répartition possible des couleurs aux sommets sans triangle
équilatéral monochrome.

\
\
\
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On fait de méme avec un hexagone régulier de méme taille et dont le centre est un sommet
blanc de I'’hexagone précédent. Alors on a formé un triangle équilatéral aux sommets noirs.

Solution de I'exercice 9 On va compter plus généralement de maniére récursive le nombre de
chemins distincts (sur des cases blanches !) qui arrivent sur une case blanche donnée. Considé-
rons B une case blanche ; comme les zigzags ne peuvent « revenir en arriére » (sinon il faudrait
plus de 8 cases pour traverser I'échiquier), il y a au plus deux cases blanches qui peuvent me-
ner a B. S’il y en a deux, B; et By, le nombre de chemins arrivant en B est alors la somme des
nombres des cases B et B,. S'il n'y en a qu’'une, By, alors autant de chemins arrivent en B;
qu’en B.

Ainsi, le nombre de zigzags sera la somme des 4 nombres de chemins des 4 cases blanches
sur le bord d’arrivée. On écrit bien stir 1 sur les 4 cases du bord de départ, et on remonte ligne
par ligne selon le procédé récursif décrit plus haut. On trouve 296 zigzags.

Solution de I'exercice 10 Soient A, B, C, D, E, F les six sommets. Depuis A partent au moins trois
segments de la méme couleur d’apres le principe des tiroirs. Sans perte de généralité, les
segments [AB], [AC], [AD] sont bleus. Et, si [BC] ou [CD] ou [DB] est bleu, alors ABC ou ACD
ou ADB est bleu. Sinon, BCD est rouge, donc il y a bien un triangle monochrome.

Solution de I'exercice 11 On procede par récurrence sur n, en notant R3(n) le nombre minimal
de sommets cherché.

Trouvons d’abord une formule liant R3(n+1) a R3(n) : partant d"un sommet A quelconque,
siona (n+1)(Rs(n)—1)+1 autres sommets, alors il y aura au moins R3(n) segments ayant A
pour extrémité qui seront de la méme couleur, disons bleu, d’aprés le principe des tiroirs. Po-
sons m = R3(n). Comme dans l'exercice précédent, en notant By, - - - B,, les autres extrémités
de ces segments bleus, si [B;B;] est bleu alors AB;Bj; est bleu. Sinon, il reste n couleurs pour co-
lorier les segments de R3(n) sommets, donc il y aura nécessairement un triangle monochrome.
On en déduit, en comptant le nombre de sommets de notre graphe :

Rin+1) < (m+1)R3(n) —n+1

Sachant que R3(2) = 6 = 3 x 2!, on peut montrer par récurrence que R3(n) < 3n!: en effet,
pour I'hérédité, on a bien R3(n + 1) < (n+1)R3(n) < 3(n+ 1)

En tenant mieux compte de la correction en —(n — 1) qui décroit avec n (ici, on a juste
utilisé le fait qu’elle était négative), on peut obtenir des majorations un petit peu plus fines
(en améliorant la constante : e = 2,7182818... au lieu de 3).
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FIGURE 1 — Circuit sur une carte.

2 Groupe B : stratégies de base

1 Cours de logique

Voir le cours de logique du groupe A de la Section 3 commencant page 26.

2 Cours/TD de stratégies de base : coloriages, invariants

Coloriages

Exercice 1 Le plancher est pavé avec des dalles de type 2 x 2 et 1 x 4. Une dalle s’est brisée.
Peut-on réaranger les dalles de fagon a remplacer la dalle brisée avec une nouvelle dalle de
'autre type?

Exercice 2 On appelle tétromino une dalle de 4 carrés en forme de I, [J, Z, T et L. Peut-on
paver un rectangle avec une piéce de chaque type?

Exercice 3 On enléve les quatre coins a un rectangle n x n. Est-il possible de le recouvrir avec
des L-tétrominos ?

Exercice 4 On colorie le plan en 2 couleurs. Montrer qu’il y a un rectangle dont tous les som-
mets ont la méme couleur. Généralisez.

Exercice 5 Les villes d'un pays sont connectées par TGV comme dans la Figure 1. Peut-on
faire un circuit qui passe exactement une fois par chaque ville ?

Exercice 6 On transforme le mot W en insérant, en effagant ou en ajoutant au bout XXX ot X
est un mot formé des chiffres 0 et 1. Peut-on obtenir 10 a partir de 01 ?
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Invariants

Exercice 7 Sur'lle de Paques vivent des caméléons qui peuvent changer de couleur selon leur
gré en bleus, blanc et rouge. Quand deux caméléons de couleurs différentes se rencontrent de
maniére accidentelle ils ont peur et prennent tous les deux la troisiéme couleur. A un moment
donné on a 12 caméléons bleus, 25 blancs et 8 rouges. Est-il possible que tous les caméléons
deviennent blancs ?

Exercice 8 Les nombres ay, ..., a, valent1 ou—1. Onpose a, 41 = a1, Ani2 = Az et any3 = as.
Sachant que S = a1aa3a4 + 030405 + - + AnQny10ni2an43 vaut 0, montrer que n est
divisible par 4.

Exercice 9 Les entiers relatifs a, b, ¢, d ne sont pas tous égaux. A chaque itération on remplace
(a,b,c,d) par (a —b,b —c,c —d,d — a). Montrer qu'au moins un des quatre nombres va
devenir arbitrairement grand en valeur absolue.

Exercice 10 Les entiers de 1 a n sont écrits dans 1’ordre. On échange deux nombres. Un mou-
vement consiste a échanger n’'importe quels deux entiers. Montrer qu’on ne peut pas retrouver
'ordre initial (croissant) dans un nombre pair de mouvements.

Exercice 11 On part de quatre triangles rectangles qui sont congruents. A chaque étape on
choisit un triangle, on trace ’hauteur issue de I’angle droit et on considere les deux nouveaux
triangles. Est-il possible de rendre tous les triangles non-congruents ?

- Solutions des exercices de coloriages -

Solution de I'exercice 1 On colorie la premiere ligne en carrés bleus et rouges en commengant
par bleu, la deuxiéme en noir et blanc en commencant par noir. Ensuite on continue avec des
lignes alternées bleu-rouge et noir-blanc en commengant toujours par bleu et noir respective-
ment. Alors les dalles 2 x 2 couvrent exactement un carré de chaque couleur. Une dalle 4 x 1
couvre 2 carrés d'une couleur et 2 d'une autre. Ainsi les deux types de dalles ne sont pas
interchangeables.

Solution de I’exercice 2 Le rectangle a recouvrir est de taille 4 x 5. On le colorie en blanc et noir
comme un échiquier, ayant donc 10 carrés noirs et 10 blancs. Alors on voit que chacune des
pieces I, [0, Z et L couvre 2 carrés noirs et 2 blancs. Ce n’est pas le cas pour le T qui a 3 carrés de
la méme couleur. Ainsi, les 5 pieces ne peuvent pas couvrir un nombre égal de carrés blancs
et noirs.

Solution de I'exercice 3 Réponse : n = 4k + 2. On doit paver n? — 4 carrés avec des dalles de 4
carrés, donc n doit est pair. On colorie le rectangle en lignes noires et blanches qui s’alternent.
Alors chaque dalle recouvre soit 3 carrés blancs et 1 noirs soit le contraire. Ainsi, on doit
avoir un nombre pair de dalles pour couvrir le méme nombre de carrés blancs et noirs. Ainsi
n? —4 = 0 mod 8, donc n = 2 mod 4. 1l est facile de faire une construction pour tout n de ce
type.

Solution de 'exercice 4 On résout le probleme pour n couleurs. On considére un rectangle de
largeur n et de longueur n™! que 1’'on découpe en carrés de taille 1. Ainsi chaque segment
parallele a la larguer a n + 1 points sommets. Le nombre de tels segments est n™ ! + 1 qui est
plus grand que le nombre de coloriages différents de n + 1 points. Ainsi on a deux segments
qui sont coloriés de la méme fagon. Chacun de ces deux segments contient au moins une

45



Chapitre I1. Premiére période 2. Groupe B : stratégies de base

couleur deux fois. Quatre points de cette couleur sur les deux segments identiques forment
un rectangle monochrome.

Solution de I'exercice 5 On appelle « circuit hamiltonien » un circuit passant exactement une
fois par chaque sommet d'un graphe. La question est donc ici de décider si, oui ou non, notre
graphe contient un circuit hamiltonien. En toute généralité, cette question est difficile : il est
aisé de vérifier qu'un circuit marche ou ne marche pas, mais trouver un circuit hamiltonien
ou montrer qu’il n’en existe pas sont deux des problémes les plus difficiles que 1’on puisse
concevoir.

Heureusement, ici, il existe une maniere simple de montrer que le graphe n’admet pas de
circuit hamiltonien. En effet, observons attentivement les sommets A, B, C et D, en blanc, sur
notre nouvelle figure, et imaginons un circuit hamiltonien éventuel. Avant et apres chaque
occurrence de A et C, on devrait passer par B et D; notre chemin ne transitant que deux fois
par des arétes touchant B et D, il devrait donc contenir un cycle ABCD A ou bien AD CB
A : dans les deux cas, notre chemin ne consisterait donc pas en un circuit hamiltonien, ce qui
clot I’exercice.

Solution de l'exercice 6 On doit trouver un invariant qui tient compte des positions de chacun
des chiffres 1. Pour W = wyw; - -+ on pose I(W) = ) iw;. Quand on ajoute ou insere XXX,
chaque lettre du mot X regoit les indices 1, i+ k et 14 2k pour un indice i et pour k la longueur
de X. La partie de W qui est déplacée pour insérer XXX a été décalée de 3k. Ainsi I[(W) mod 3
est un invariant. Comme I(01) = 2 et I(10) = 1, il est impossible de passer de 01 a 10.

- Solutions des exercices d’invariants -

Solution de I'exercice 7 On note ny, n, et n3 le nombre de caméléons bleus, blancs et rouges
respectivement. A chaque rencontre, les différences n; — ny, n; — n3 et N, — n3 ne changent
pas modulo 3. Au début onan; —n, = 12 —25 = 2 mod 3. On nous demande d’avoir n, = 45
etn; = 0 donc ny —n, = 0 mod 3. Il est donc impossible que tous les caméléons deviennent
blancs.
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Solution de I'exercice 8 On décide de changer le signe de certain des nombres a; et de regar-
der les nouvelles valeurs de S. Quand on change le signe d’'un nombre a; aveci € [1,n], la
nouvelle valeur de S est son ancienne valeur plus

+2a; (@i—3@i—2@i—1 + Q12010441 + Q4101410142 + Qi11Qi120i13) -

Comme la parenthese a 4 termes impairs, sa valeur est paire. Ainsi, S ne change jamais son
reste modulo 4. Maintenant, on change le signe de tous les nombres a; de fagons qu'il soient
tous positifs. Alors S = n, donc n a le méme reste que la valeur initiale de S, soit n est divisible
par 4.

Solution de I'exercice 9 Ce qu’on apprend dans cet exercice est qu'un type de fonction inva-
riante a regarder sont les tailles. Par cela on comprend la valeur absolue du plus grand
nombre, la somme des valeurs aboslues, la somme des carrés et autres. Dans ce cas précis
on regarde a” + b? + ¢ + d%. Si on met un indice n pour la valeur des nombres apres n ité-
rations alors on remarque que a,, + by, + ¢, + d = 0 indépendamment de n. Ensuite on
a

a%wl + b$1+1 + C%1+1 + dfwrl = (an - bn)z + (bn - Cn)z - (Cn - dn)Z + (dn - an)z
= 2(a® +b% +c2 +d%) —2(anbn +bncn + cndn + dnan).

Or I'égalité a,, + by + ¢, + d = 0 doit nous aider a simplifier I'expression. On a

0= (an + bn +cn+ dn)z = (an + Cn)z + (bn + dn)z - Z(ann + bncn + Cndn + dnan)-

Solution de I'exercice 10 C’est une propriété trés connue des permutations, listes des nombres
de 1 a n dans n’importe quel ordre. Si i et j sont deux nombres de 1 a n avec i < j on dit qu’il
sont dans le bon ordre si i apparait a gauche de j dans notre liste. Sinon on dit que le couple
(1,7) est une inversion de notre permutation. Un invariant classique est des permutations est
la signature : si o est une permutation on pose £(o) = 1 si elle a un nombre pair d’inversion
er —1 si elle a un nombre impair. Pour résoudre 1'exercice il suffit de montrer qu’a chaque
échange on change le signe de ¢.

Sans restreindre la généralité on peut supposer qu’on échange i et j avec i < j. D’abord,
I'échange de i et de j rajoute l'inversion (i,j). Soit k un nombre qui se trouve entre i et j. Si k
est plus petit que i, alors I’échange de i et j remplace 'inversion (k, i) par l'inversion (k, j). De
méme si k > j I'inversion (j, k) est remplacée par l'inversion (i,k). Sii < k < j alors 1’échange
de i et j rajoute ou enléve 2 inversions. Dans tous les cas, I'échange de i et j change la parité
du nombre d’inversions, donc le signe de «.

Solution de l'exercice 11 On note 1 1’hypoténuse des triangles de départ et p et q les deux cotés.
Chaque découpage d'un triangle T produit deux triangles semblables a T, de rapport p et res-
pectivement ¢. Ainsi tous les triangles T obtenus au cours du processus sont caractérisés par
les entiers m et n tels que T a un rapport p™q™ avec les triangles initiaux. Chaque découpage
remplace un triangle (m, n) par un triangle (m+1,n) et un triangle (m, n+1). A un ensemble
de triangles on associe la fonction
1
1=) smon
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qui est invariante pour les découpages. Comme au début I vaut 4, elle doit valoir 4 a la fin.
Supposons par 1’absurde qu’apres un nombre fini d’étapes on a seulement des triangles non-
congruents. Soit M et N deux bornes pour les m et les n qui interviennent dans un ensemble
de triangles. Alors ) 5z <2 — 55ty et Y 50 < 2 — 5xo7 ol les sommes sont sur tous les m et n
de notre ensemble. Finalement

1 1
I< (2_2M+1) (2_2N+1> <4

ce qui est une contradiction.

3 Cours de stratégies de base

- Raisonnement par récurrence -

Le raisonnement par récurrence vise a répondre a une question du type : « Montrer que la
propriété P(n) est vraie pour tout entier naturel n. » Il consiste en 3 étapes :

1. L'initialisation : On montre que la propriété P(0) est vraie.

2. I’hérédité : On montre que, si n est un entier naturel tel que P(n) est vraie, alors P(n+1)
est vraie aussi.

3. La conclusion : On en conclut que P(n) est vraie pour tous les entiers naturels.

Si on sait monter sur la premiere marche d"un escalier et qu’on sait monter d"une marche a
la suivante, alors on peut gravir tout 1’escalier. Telle est 1'idée du raisonnement par récurrence.

On renvoie a la partie du cours de logique consacré a la récurrence pour une preuve (voir
page 36).

Exemple 2.1. Pour un entier n > 1, soit P, la propriété « 1 4+24---+n = 2, Montrons

2
que P, est vraie pour tout entier n > 1 par récurrence sur n.

- (Initialisation) Il est clair que P; est vérifiée.

- (Hérédité) Supposons P,, vérifié. Montrons P, 1. En utilisant '’hypothese de récurrence,
ona

142+ +Mm+1) = (1+2+--+n)+n+1)

RS T
o onn+1)+2n+1)  m+1)n+2)
N 2 N 2 '

On en déduit que P, est vérifiée pour tout entier n > 1.
Exercice 1 Montrer que

1(2n+1
P+?+§+~+¥:Mn+gn+).

Solution de l'exercice 1 Pour un entier n > 1, soit P, la propriété
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<<12+22+32+...+n2:n(n+1)6(2n+1)

Montrons que P,, est vérifiée pour tout entier n > 1 par récurrence sur n.

».

- (Initialisation) Il est clair que P; est vérifiée.
- (Hérédité) Supposons P, vérifiée. Montrons P, ;. En utilisant I’hypothése de récur-
rence, on a
P42+ 4+ n+1)7? = (P+224-+n?) + (n+1)
nn+1)2n+1)

= e +(Mm+1)?

- (m+DMn@2n+1)+6(m+1) (m+1)2n*4+7n+6)
N 6 N 6

. (+1)(n+2)(2n+3)

— c .

On en déduit que P,, est vérifiée pour tout entier n > 1.
Exercice 2 Trouver tous les entiers n > 0 tels que 2™ > n2.

Solution de 'exercice 2 On voit que n = 0, 1, 2,4 conviennent mais pas n = 3. Montrons ensuite
que 2™ > n? pour tout entier n > 4. Pour un entier n > 4, soit P,, la propriété « 2™ > n? ».
Montrons que P,, est vérifiée pour tout entier n > 4 par récurrence sur n.

- (Initialisation) On a vu que P, est vérifiée.
- (Hérédité) Supposons P, vérifiée. Montrons P, ;. En utilisant I’hypothése de récur-

rence, on a
2ntl > 0. on > on?,

I suffit donc de montrer que 2n? > (n + 1)2. Pour cela, on écrit
nP—m+1P2=n’ -2n—-1=n-1>%*-2,

qui est bien positif carn —1 > 3.

On en déduit que P,, est vérifiée pour tout entier n > 4. Ainsi, 2™ > n? pour tout entier positif
sauf pour n = 3.

Exercice 3 A Mathland, deux villes sont toujours reliées soit par une ligne aérienne, soit un
canal navigable (& double sens). Montrer qu’il est possible de choisir un moyen de transport,
tel que, en partant de n'importe quelle ville, on puisse atteindre n’importe quelle autre ville
uniquement a 1’aide de ce moyen de transport.

Solution de I'exercice 3 Notons n le nombre de villes. Pour avoir une intuition de ce qui se
passe, il est conseillé de tester différentes configurations pour des petites valeurs de n. Pour
n = 2,iln’y a un qu'un seul moyen de transport. Pour n = 3, soient A, B, C les trois villes.
Sans perte de généralité, supposons que A — B est une ligne aérienne. Alors soit C peut étre
relié a A ou B par une ligne aérienne, auquel cas ’avion convient, soit C est relié a A et B par
un canal, auquel cas le bateau convient.

Cela suggere de démontrer que la véracité de la proposition suivante par récurrence !
surm:

1. il faut toujours connaitre la propriété précise que l'on veut prouver afin d’éviter les mauvaises surprises
(par exemple lors de deux récurrences imbriquées ou autre réjouissances de ce type).
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Pn: « Pour toute configuration de n villes, il existe un moyen de transport vérifiant les
conditions requises. »

- (Initialisation) On a déja vu que P, est vérifiée.

- (Hérédité) Soit n > 2 un entier et supposons que P, est vraie. Montrons que P, est
satisfaite. Considérons A une ville quelconque et appliquons la propriété P, a la confi-
guration des n villes restantes. Sans perte de généralité, supposons que c’est I’avion qui
convient. Alors de deux choses 'une : soit il existe une ligne aérienne reliant A a une
autre ville, auquel cas l'avion convient, soit A est relié a toutes les autres villes par un
canal, auquel cas le bateau convient.

Exemple 2.2. Un exemple d’application de récurrence forte sera vu en cours d’arithmétique,
ou la récurrence forte sera utilisée pour démontrer 1'unicité de la décomposition en facteurs
premiers d’un nombre entier.

- Principe extrémal -

Commencgns par quelques exemples.

Exemple 2.3. Soit QO un ensemble de points du plan. On suppose que tout point de Q est le
milieu d'un segment dont les extrémités sont dans Q. Prouvons que I'ensemble Q est infini.

Par I’absurde, supposons que 1'ensemble Q est fini. Parmi tous les couples de points de Q,
choisissons-en deux maximisant leur distance. Notons les A et B. Par hypothese, il existe C et
D des points de Q tels que B est le milieu de [CD].

D

On voit alors que soit AC > AB, soit AD > AB. Ceci contredit le caractéere maximal de la
distance AB. Nous avons abouti a une contradiction : notre hypotheése de départ est donc
fausse, et il s’ensuit que I'ensemble Q est infini.

Exemple 2.4. A chaque point & coordonnées entiéres du plan on associe un entier positif ou
nul. On suppose que l'entier de chaque point a coordonnées entieres du plan est la moyenne
des nombres de ses quatre voisins (immédiatement a gauche, droite, haut et bas). Prouvons
que tous les entiers sont égaux.

Notons m 'entier positif minimal porté par 'un de ces points, et notons a, b, c, d les entiers
portés par ses quatre voisins. Par hypothése, m < a,m < b,m < ¢,m < d. S5i l'une de
ces inégalités est stricte, on a alors m < (a + b + ¢ + d)/4, ce qui contredit I’égalité m =
(a+b+c+d)/d.Onadonca =b =c =d = m, autrement dit les quatre voisins de m
portent la méme valeur m. De proche en proche, on en déduit que tous les entiers sont égaux
(un raisonnement rigoureux ferait appel a une récurrence).
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Exemple 2.5. Au stage olympique, chaque éléve connait exactement trois autres éleves. Prou-
vons qu’on peut partager les éleves en deux groupes de sorte que chacun ne connaisse qu’une
seule personne dans son groupe.

Parmi tous les partages possibles en deux groupes, regardons le nombre total de connais-
sances qu’il y a cumulées en restant a l'interieur de son groupe. Choisissons le partage qui
minimise ce nombre. Prouvons que celui-ci convient. Par I’absurde, supposons que dans le
partage il existe un éleve, appelons le A, qui connaisse au moins deux personnes dans son
groupe. Dans 'autre groupe, il y a au plus une personne qu’il connait : en changeant A de
groupe on diminuerait ainsi le nombre total de connaissances qu’il y a cumulées en restant a
l'interieur de son groupe, ce qui contredit la minimalité supposée du partage initial.

On conclut par le célébre probléme de Sylvester, posé par Sylvester en 1893, résolu par
Gallai en 1933 par une méthode compliquée. Kelly a donné la solution qui suit en 1948.

Exemple 2.6. Soit S un ensemble fini de points du plan tel que si deux points appartiennent
a S, alors il en existe un troisieme appartenant a la droite formée par ces deux points. Alors
I'ensemble S est formé de points alignés.

Pour prouver cette assertion, raisonnons par I’absurde et supposons que tous les points ne
soient pas alignés. Parmi tous les couples (P, A) de points P € S et de droites A passant par
deux points de S, choisissons-en un qui mimimise la distance de P & A. Notons (P,A) un tel
couple. Soit H le projeté orthogonal de P sur A. Par hypothese, il existe au moins trois points
de S sur A, et donc forcément deux du méme coté par rapport a H, disons A et B. Quitte a
renommer les points, supposons que B est plus proche de P que A.

Alors le couple formé par le point B et la droite (AP) contredit la minimalité de (P, A) car
BD < HP. Ceci est absurde. Ainsi, tous les points sont alignés.

Une autre maniere de formuler le résultat de Sylvester est de dire que pour tout ensemble
fini de points non alignés il existe une droite passant par exactement deux points de 'en-
semble (pourquoi ?).

Les exemples précédents partagent une méme idée : considérer un élément maximisant
ou minimisant une certaine quantité. Plus précisément, nous avons utilisé les deux propriétés
suivantes :

(i) Tout ensemble fini non vide de nombres entiers (ou réels) admet un plus petit élément
ainsi qu'un plus grand élément (qui ne sont pas nécessairement uniques).
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(ii) Tout ensemble non vide (éventuellement infini) de nombres entiers positifs ou nuls ad-
met un plus petit élément.

On dit qu’'on utilise un principe extrémal lorsqu’on applique ces propriétés. Comme nous
I'avons vu, le principe extrémal permet d’exhiber des configurations auxquels on souhaite
arrive (mais parfois pas de maniere explicite), ou bien d’introduire un nouvel objet qu’on
peut utiliser.

- Exercices d’application -

Exercice 4 On place les n? entiers 1,2, ...,n? dans un tableau n x n (sans répétition). On dit
que deux cases sont voisines si elles ont au moins un point en commun. Prouver qu’il existe
deux cases voisines dont la différence des valeurs vaut au moins n + 1.

Exercice 5 On se donne un ensemble fini de points dans le plan, de cardinal pair, trois quel-
conques d’entre eux non alignés. Montrer qu’on peut les relier par des segments sorte que
chaque point soit relié a exactement un autre et que les segments ne se coupent pas.

Exercice 6 Soit n > 3 un entier. On considére un ensemble de n droites dans le plan tel
que deux quelconques ne soient pas paralleles. On suppose que par l'intersection de deux
quelconques de ces droites passe une autre droite de I'ensemble. Prouver que toutes les droites
sont concourantes.

Exercice 7 A un tournoi, chaque compétitrice rencontre chaque autre compétitrice exactement
une fois. Il n’y a pas de match nul. A I'issue de la compétition, chaque joueuse fait une liste
qui contient les noms des joueuses qu’elle a battues, ainsi que les noms des joueuses qui ont
battu les joueuses qu’elle a battues.

Montrer qu’il existe une liste qui contient le nom de toutes les autres joueuses.

Exercice 8 Un ensemble (fini) S de personnes vérifie la propriété suivante : deux personnes
connaissant le méme nombre de personnes n’ont jamais de connaissance commune. Prouver
qu’il existe une personne connaissant exactement une autre.

- Solutions des exercices -

Solution de I'exercice 4 Raisonnons par l'absurde en supposant que les différences des valeurs
de deux cases voisines sont toujours au plus n. Notons A la case dont la valeur est 1 et B la
case dont la valeur est n?. Il existe un chemin de longueur au plus n — 1 reliant A a B en ne
passant que par des cases voisines. La différence entre les valeurs des cases B et A vaut donc
au plus n(n — 1), qui est strictement inférieur 4 n*> — 1, absurde.

Solution de I'exercice 5 Considérons la fagcon de relier les points qui minimise la somme des
longueurs des segments, avec pour unique contrainte que chaque point soit extrémité d’exac-
tement un segment. Supposons, par 1'absurde, que 'on a deux segments AD et BC qui se
coupent en un point O (par hypothese, celui-ci est forcément différent de A, B, C, et D). 5i, a
la place des segments AD et BC on choisit CD et AB, alors tout point est relié a exactement
un autre. Par minimalité de la somme des longueurs, on en déduit :

AD +BC < AB + CD. (IL.1)
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Pour la méme raison, on a:
AD + BC < AC+ BD. (IL.2)

En sommant les deux équations, on trouve
2-(AD +BC) < (AC+CD) + (AB +BD) (IL.3)
Par 'inégalité triangulaire dans les triangles AOB, BOD, DOC et COA,on a:
AC+AB+BD+DC<CO+0A+0OA+0OB+0OB+0D+0D+0C=2-(AD+BC), (IL4)

et on n’a pas égalité sinon A, B, et O seraient alignés, donc A, B, et C aussi, ce qui est exclu
par I'hypothése. Ainsi on a une contradiction avec 1’équation (II.3). Donc dans la solution
minimale, il n’y a pas de segments qui se coupent.

Solution de I'exercice 6 La preuve est tres proche de la preuve du probleme de Sylvester : on
choisit le couple (P, A) ou P est un point d’intersection et A une droite de I’ensemble ne conte-
nant pas P qui minimise la distance de P a A. Notons B, C, D les points d’intersection de trois
droites de I'ensemble passant par A avec A. Soit H le projeté orthogonal de A sur A. Sans perte
de généralité, nous pouvons supposer que C et D sont du méme c6té de P sur A et que C est
plus proche de H que D. Ainsi la distance de C a (AD) est plus petite que la distance de A a
A, absurde.

Solution de I'exercice 7 Soit A la joueuse ayant gagné le plus de matchs. S’il n’existait pas de
liste contenant le nom de toutes les autres joueuses, il existerait une joueuse B ayant gagné
contre A ainsi que contre toutes les personnes battues par A. Donc B aurait gagné plus de
matchs que A, absurde.

Solution de I’exercice 8 Soit A la personne ayant le plus grand nombre de connaissances n.
Considérons I’ensemble E formé par les nombres de personnes que connaissent les connais-
sances de A. Ainsi E est constitué de n entiers appartenant a {1,2,...,n}. Par hypothese, ils
sont également deux a deux différents. On en déduit que E = {1,2,...,n}. En particulier, il
existe une personne connaissant exactement une autre.

- Coefficients binomiaux -

La Combinatoire est un sous-art des mathématiques qui consiste a compter et a étudier
des structures discrétes (finies). De nombreux problemes difficiles sont formulés de maniere
trés simple (mais la résolution nécessite des outils avancés). Le but de ce cours est de présen-
ter quelques réflexes et idées de bases pouvant étre utiles dans la résolution d’exercices de
combinatoire de type olympiades ayant un rapport avec les coefficients binomiaux.

Faute de temps, cette partie n’avait pas été abordée pendant le cours de combinatoire.
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1) Définitions

On rappelle qu'un ensemble E est une collection d’éléments dont 'ordre n’a pas d’im-
portance (ainsi, les ensembles {2, 3} et {3,2} sont les mémes ensembles). On note x € A si x
appartient a 'ensemble A. Si A et B sont deux ensembles, on écrit A C B et on dit que A est
inclus dans B si chaque élément de A appartient au B. L'ensemble vide, qui ne contient aucun
élément, est noté (). On note Card(A) (on prononce « cardinal de A ») le nombre d’éléments de
A. On dit que A est infini si Card(A) = oo, fini sinon.

Définition 2.7. Pour des entiers 0 < k < n, on note (}) (et on prononce « k parmi n ») le
nombre de manieres de choisir un sous-ensemble a k éléments d’un ensemble a n éléments
différents. Pour k > n, on pose (}) =0.

Il est clair que dans la définition précédente, (}}) ne dépend pas de I’ensemble & n éléments
différents considéré.

Exemple 2.8. On a (‘21) = 6, car les sous-ensembles a 2 éléments de {1,2, 3,4} sont {1, 2}, {1,3},
{1,4},{2,3},{3,4}etilyena 6

Pour un entier n > 1, rappelons la notationn! =1-2-3---n.
Proposition 2.9. Le nombre de manieres d’ordonner n éléments est n!.

Démonstration. Nous avons n possibilités pour choisir le premier élément, n — 1 possibilités
pour le deuxiéme, et ainsi de suite jusqu’au dernier élément pour lequel nous avons une seule
possibilité. Le résultat en découle. O

Proposition 2.10. Pour des entiers 0 < k <n,ona:

ny n!
<k>  (n—Kk)k!”

Démonstration. Comptons de deux manieres différentes le nombre de suites a k éléments
qu’on peut créer en utilisant les n éléments d'un ensemble a n éléments différents.

D’une part, comme pour la proposition précédente, nous avons n choix pour le premier
terme de la suite ; n—1 choix pour le deuxieme, et ainsi de suite jusqu’au k-ieme élément pour
lequel nous avons n — k + 1 choix. Finalement,ilyaen toutn- (n —1)--- (n —k + 1) suites a
k éléments.

D’autre part, pour créer une suite a k éléments, on peut commencer par choisir les k élé-
ments qui vont constituer la suite ((}) possibilités), puis les ordonner (k! maniéres possibles
de les ordonner). Il y a donc en tout k! - () suites a k éléments. O

Remarque 2.11. Reformulé différemment, (}) est le nombre de maniére de choisir k boules
parmi n boules différentes si on ne tient pas compte de I'ordre de leurs tirages.

2) Propriétés combinatoires

Exercice 9 Pour desentiers) <k <n,ona:
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Solution de I'exercice 9 Premiere méthode : On utilise la formule () = (n+k'),k, et le résultat en

découle immédiatement.
Deuxieme méthode : On remarque que choisir k éléments parmi n revient a choisir n — k
éléments parmi n qu’on ne choisira pas.

L'exercice précédent, bien que facile, est assez représentatif des exercices ayant pour but
de prouver des relations d’égalité entre coefficients binomiaux. Trés souvent, il y a toujours
(au moins) deux approches possibles : remplacer les coefficients binomiaux par leur formule
et ramener le probleme a un exercice de manipulation de relations algébriques, ou bien d’in-
terpréter de maniere combinatoire les deux termes de part et d’autre de 1’égalité et de prouver
qu’ils sont égaux. La deuxieme approche est bienstir bien plus élégante et fournit trés souvent
des preuves courtes, mais requiert davantage d’ingéniosité.

Exercice 10 Soient 0 < k < n des entiers (avec (k,n) # (0,0)). Alors :
ny (n-1 L n—1
k) \ k k—1)

Solution de l'exercice 10 Premiére méthode : On utilise la formule.

Seconde méthode : On démontre ce résultat de maniere combinatoire. Considérons 1’en-
semble {1,2,...,n} et dénombrons ses sous-ensembles a k éléments. Il y en a (“; 1) qui ne
contiennent pas netil y ena () qui contiennent n. Le résultat en découle.

Exercice 11 PourO < k<n,ona:

Solution de I'exercice 11 Premiére méthode : On utilise la formule exprimant (}) (le faire).

Seconde méthode : Démontrons ce résultat de maniere combinatoire en comptant de deux
manieres différentes le nombre de sous-ensembles de {1,2,...,n} de cardinal k ayant un élé-
ment distingué (qu’on appellera chef). Tout d’abord, il suffit de choisir un sous-ensemble de
cardinal k ( (E) choix), puis de choisir un chef (k choix indépendants). On obtient donc en tout
k() possibilités.

Exercice 12 Pour unentiern > 1,on a

= /n
=2™
> (%)
k=0
Solution de I'exercice 12 Premiere méthode : Si on n’a pas d’idée comment commencer de ma-

niére astucieuse, on peut essayer de procéder par récurrence sur n. Pour n = 1, le résultat est
clair. Supposons le résultat acquis au rang n et montrons-le au rang n + 1 en écrivant, avec
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I'exercice 4 :
n+1 n+1
Z n+1 Z n n
k=0 k=1

-3 ()2 ()

2™+ 2" (par hypothese de récurrence)
2n+1’

Seconde méthode : Démontrons ce résultat de maniére combinatoire en comptant le nombre
N de sous-ensembles de {1,2,...,n}. D'une part, pour un entier 0 < k < n,ily a (}1) sous-
ensembles a k éléments. En sommant le tout, on voit que N = Y ' (1).

Mais, pour construire un sous-ensemble de {1,2,...,1}, on a le choix de choisir 1 ou non,

2 ou non, et ainsi de suite jusqu’a n. On a donc N = 2™, ce qui conclut.

En particulier, la solution précédente montre qu'il existe 2™ sous-ensembles d"'un ensemble
an éléments.

Proposition 2.12 (Formule du bindme de Newton). Soient x,y des nombres réels et n > 1 un

entier. Alors :
n — n
Z (k)xky“ = (x+y)"
k=0

Démonstration. Premiere méthode : par récurrence sur n (s’entrainer a le faire).

Seconde méthode : lorsqu’on développe (x+y) - (x+y) - - - (x+y), pour trouver le coefficient
devant x*y™~¥, parmi les n termes (x + y), il faut en choisir k pour lesquels on garde le x et
qui vont donner un terme x¥, et les n — k autres termes pour lesquels on sélectionne y vont

donner le terme y™—*. Le résultat s’ensuit. O

Exercice 13 Quel est le cardinal moyen d’un sous-ensemble de {1,2,...,n}?

Solution de I'exercice 13

Premiere méthode (d’apres une idée d’éléves) : On regroupe un ensemble avec son complémen-
taire. SiA C {1,2,...,n}, onnote A° 'ensemble des entiers de {1,2,...,n} qui ne sont pas dans
A. Notons N ce cardinal moyen. Alors :

1 1 CardA + Card(A°)
N = — E—
w2 CadA)=o ) 5
AC{1,2,.mn} AC{1.2,.mn}
1 n 1 n_, n
= 3w 2 3wty
AC{12,..n}

Autre méthodes : 1l faut évaluer la somme
1 — n
Sqp=— )
k=0
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Si on ne sait pas commencer, il faut étudier les premiers cas: n = 1,2,.... On trouve toujours
Sn =mn/2. Essayer donc de démontrer cela.

Seconde méthode : Si on n’a pas d’idée, on peut procéder par récurrence sur n.

Troisieme méthode, plus avancée. Considérons le polynome Py (x) = Y ¢ (1)x*. D’apres a
formule du bindme de Newton, P, (x) = (1 + x)™. Dérivons cette égalité par rapport a x :

Z k(z)xk_l =n(1+x)" L
k=0

Evaluons alors cette quantité en x = 1 :

= n

§ k =n2n 1
k=0
Le résultat en découle.

Exercice 14 Prouver que pour0 < m < n:
n

2 (00 (@

Solution de 'exercice 14 On remarque d’abord que seuls les k tels que k > m contribuent de
manieére non nulle. On va procéder a un double comptage en comptant le nombre N de sous-
ensembles A,B de {1,2,...,n} tels que A C B et Card(A) = m. En effet, d'une part, pour
construire A, B on peut d’abord choisir A de cardinal m ( () choix), puis rajouter un sous-
ensemble quelconque de l’ensemble {1,2,...,n} privé des éléments de A, qui a n—m éléments
(et donc 2" ™ choix indépendants). En ainsi, N = (™)2n—™,

D’autre part, pour construire A, B on peut d’abord choisir B de cardinal quelconque entre
m et n (si B est de cardinal k, (L‘) choix), puis choisir A de cardinal m comme sous-ensemble

de B () choix si B est de cardinal k). Ainsi, N =3 ' ; (}) ().

m

Exercice 15 Combien y a-t-il de chemins sur Z? issus de (0,0), faisant des pas +(1,0) ou
+(0,1), et finissanten (m,n), ot m,n > 0?

Solution de l'exercice 15 Un tel chemin doit faire m +n pas, dont m fois +(1,0) et n fois +(0, 1).
Il suffit donc de choisir parmi les m + n pas possibles la position des m qui font +(1,0). Le

nombre total vaut donc (mnt“).

Exercice 16 De combien de manieres peut-on placer 5 pieces identiques dans 3 poches diffé-
rentes ?

Solution de l'exercice 16 Considérons la figure suivante (avec deux barres) :

O 00O O O O O
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Remplagons chaque rond soit par une piece, soit par une barre de sorte qu’il y ait en tout 2
barres et 5 piéces. Les piéces entre les deux Premieres barres seront contenues dans la Premiére
poche, les pieces entre la deuxiéme barre et la troisieme barre seront contenues dans la seconde
poche, et finalement les piéces entre la troisieme barre et la quatrieme barre seront contenues
dans la troisiéme poche.

Ainsi, placer 5 piéces identiques dans 3 poches différentes, revient a choisir la position des
2 barres parmi 7 positions possibles. La réponse est donc (Z) = 21.

Plus généralement, en procédant de la méme fagon, on voit qu'il y a (
manieéres de placer a pieces identiques dans b poches différentes.

o) = ()

4 TD de stratégies de base

- Exercices -

Exercice 1 15 éleves ont attrapés 100 tiques. Montrer que deux éléves ont attrapé le méme
nombre de tiques.

. : 1 1
Exercice 2 Soit o un nombre réel tel que «+ — € Z. Montrer que, pour toutn € N, a™ + — €
[od x
Z.

Exercice 3 (application de la récurence forte) Montrer que pour tout n € N*, on peut trouver
k nombres premiers py, ..., px—1 tels que [ [, pi = n.
NB. On admet que le produit de zéro nombre premier vaut 1.

- Solutions -

Solution de I'exercice 1 On raisonne par 'absurde. On note t, t;, ..., t14 les nombres de tiques
des éleves, supposés distincts. Quitte a intervertir les éleves, on peut donc supposer ty < t; <
... < t14. Comme ce sont des entiers, on a alors 0 < to, t; > to+1 > 1, et ainsi de suite jusqu’a
tiy = 14.

Le nombre total T de tiques vérifie alors T > 0+ 1+ ... + 14 = 105, soit 100 > 105, ce qui
est absurde.

Solution de I'exercice 2 On procede par récurence sur n. En fait, on montre par récurence la

c 7).

1
proposition P(n) = (o™ + — € ZET o™ ' + :
o o

1 1
Initialisation : x + — € Z et &° + — =2¢€Z.
o o

1
Hérédité : on suppose P vraie au rang n. Déja, a1 + presmli o + — € Z par
hypothese de récurence. Ensuite,
1 1 1 1 1 1 1
+1 _ ot ~1 -1 _ -1
o™ +W =" +W+0(n + (xnfl —at T — (anl = (oc+&)(oc“+5)—(oc“ + (xnfl)

qui est entier, comme somme de produits d’entiers.

. . .1 1
Conclusion : pour tout n > 1, P(n) est vrai, donc en particulier, x™ + o €
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Solution de I’exercice 3 On procede par récurence forte sur n.

Initialisation : le cas n = 1 est admis par I"énoncé.

Hérédité : on suppose que, pour tout k tel que 1 < k < n, k se décompose comme produit
de facteurs premiers. On distingue alors deux cas :

.Si n est premier, alors n = n, donc n se décompose comme le produit d'un nombre pre-
mier. n

.Sinon, par définition de la non primitude, n = abaveca #letb #1.Onaalorsa = - <

n et de méme, b < n. Dong, par hypotheése de récurence forte, a = [ ;.. pi etb =[],/ pj,
doncn = ab =pop1...Pr—1Ps---Prr_q-

- Principe des tiroirs -

Si on cherche a ranger n + 1 chaussettes (ou pigeons) dans n tiroirs (ou trous de pigeon),
on sait qu’au moins un tiroir contient au moins deux chaussettes.

Plus généralement, si on cherche a ranger au moins (kn + 1) objets dans n ensembles, on
sait qu’au moins un des ensembles contient au moins k + 1 objets.

De méme, si on cherche a ranger au plus kn — 1 pigeons dans n tiroirs, au moins un trou
de pigeon contiendra au plus k — 1 chaussettes.

Exercice 4 Dans un groupe de 2013 personnes, certaines se connaissent et d’autre non. On
admet que si A connait B, alors B connais également A. Montrer qu’il y a deux personnes
ayant le méme nombre de connaissances.

Solution de I'exercice 4 On suppose d’abord qu'une des personnes connait tout le monde. Dans
ce cas, tout le monde la connait, donc personne ne connait personne. Les nombres d’amis
possibles pour une personne donnée sont donc les entiers de 1 a 2012, soit 2012 possibilités.
Comme il y a 2013 éleves, par le principe des trous de chaussettes, deux personnes ont le
méme nombre de connaissances.

De méme, si personne n’a 2012 connaissances, les nombres d’amis possibles pour une per-
sonne donnée sont les entiers de 0 a 2011, ce qui conclut.
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3 Groupe C: géométrie

1 Cours de géométrie

Si ABC est un triangle, on note a = BC,b = AC,c = AB, A= B?‘\\C,g = A/B\C, C = ACB.
On note S I'aire de ABC, H son orthocentre, G son centre de gravité, I le centre de son cercle
inscrit, O le centre de son cercle circonscrit et R le rayon de son dernier.

- Mini-cours sur le produit scalaire -

Rappels sur les vecteurs Un vecteur du plan R? est la donnée d’une direction, d’un sens
%
et d’une longueur. On note 0 le vecteur nul. La norme d’un vecteur i, notée [u|, est la

longueur de U. Deux points A et B du plan définissent un vecteur AB. Si O est un point
fixé du plan, a un vecteur U on peut associer de maniére unique un point, noté P, tel que
OT‘_E - ?—} —

Si (O, i, j ) estunrepere (pas forcément orthogonal ni orthonormal) du plan, on dit que
(;‘) (ou indifféremment (x,y)) sont les coordonnées du vecteur U si (;‘) sont les coordonnées

dans (O, _i>, ?) du point P—. On note alors 1 (;)

Si W (;‘) et vV (;‘l,) sont deux vecteurs, on note W + V le vecteur de coordonnées (;‘1;,,), et
pour tout réel A on note A - u (ou indifféremment 7\?) le vecteur de coordonnées (;;)

Pour tous points A, B du plan, on a AB = —BA et pour tous points A, B, C du plan on a

}@ = /ﬁ + C? (relation de Chasles).

Définition du produit scalaire etgremiéres propriétés A partir de maintenant, on travaille
_)
dans un repére orthonormal (O, i, j ).

Définition 3.1. Le produit scalaire de deux vecteurs ﬁ(;‘) et 7(:1) est le nombre réel noté
U -V défini par
U-V =xx'+yy’

Voici quelques conséquences immédiaites de cette définition :

Proposition 3.2. (i) Pour tout nombre réel A, (?\?) v =1u- (?\7) = ?\(? - V). Pour cette
raison, on note ce nombre AUV

(ii) Pour tous vecteurs U, VetwW,onau - V=V -Uet(U+ V) W=U -W+ V- W.

(iii) Pour tout vecteur (3): U-U=x*4y2= HYHZ On écrit souvent U2 pour désigner ce
nombre.

(iv) Si ¥ ou ¥V sontnuls, W -V = 0. Par contre, la réciproque est fausse (par exemple si U ()

et (7). ’
(v) i =AV avecA € R,ona U - V = A|v|*.

On utilisera trés souvent la propriété (iii) pour écrire AB? = AB - AB et utiliser ensuite le
calcul vectoriel. Donnons maintenant différentes expressions du produit scalaire.
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Théoreme 3.3. Soient U et V deux vecteurs. On a :
0TV = ([T+3 -2 - 17]7).
(ii) Lorsque UetVsonnonnuls, W -V = Hﬁ“ . H7H . cos(ﬁ,V), ou (7,7) est 'angle

orienté entre les vecteurs U et V.

Une conséquence importante de 1’assertion (i) est que le produit scalaire ne dépend pas de
la base orthonormée choisie.

Démonstration. Pour (i), écrivons
[+ V[ =(L+V) L+ V) =" -U+V - V+2u-V = U+ [V +2¢ - V.
Le résultat en découle. NN N .
Pour (ii), plagons-nous dans le repere orthonormé direct (O, i, j Jou i = ﬁ (onavu

que (i) implique que le produit scalaire ne dépend pas de la base orthonormée choisie). Alors,

ennotant « = (U, V), ona 7(“?”) et7(’|‘7”’ws(“))). Ainsi, U -V = H?H - ||7H -cos(a), d’ott

|7| sin( o

le résultat. O

On prouve de méme que
(W—V)?2=U2-2U -V +V? (C+V)(d—V)=u- V2

L'intérét du Théoreme 3.3 est d’exprimer la produit scalaire de maniere “géométrique”,
c’est-a-dire sans faire intervenir les coordonnées. Un corollaire crucial est le suivant.

Théoréme 3.4. Deux vecteurs U et V sont orthogonaux si, et seulement si, U-V =0.

Démonstration. D’apres le théoreme de Pythagore, U et ¥ sont orthogonaux si, et seulement

U+V ||2 = H? H2+ H7 Hz D’apres le Théoreme 3.3, ceci est équivalent au fait que U -V =
O]

si,

Ainsi, "utilisation du produit scalaire est particulierement adaptée lorsque nous sommes
en présence de droites orthogonales (mais pas que!), comme l'illusteront les applications qui
suivent.

Exemple 3.5. Soit ABCD un rectangle tel que AB =4 et BC = 3. Calculons AC - DB.

A B

On a

AC.DB = (AB+BC)-DB =AB-DB+BC-DB =AB?—BC?=7.
On aurait également pu passer en coordonnées.

Exemple 3.6. Montrons que les trois hauteurs d'un triangle ABC sont concourantes en utili-
sant le produit scalaire. Soit H l'intersection des hauteurs issues de B et de C.
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Nous allons montrer queA_l>—l .BC = 0. Pour cela, on écrit :
0=BH-AC = (BA +AH) - AC = BA - AC+ AH - AC.
De méme, N .
0=CH-AE = CA - AB + AH - A,

Orﬁ-/ﬁ:/ﬁ-ﬁ:Cﬁ-/ﬁ.D’oﬁm-ﬁ:A—ﬁ-ﬁ,etdonC
AH-(AC—AB) = AH-.BC =0,

ce qui conclut.

Comme dans les exemples précédents, il est parfois utile de décomposer des vecteurs sui-
vant des directions orthogonales pour calculer des produits scalaires.

Exercice 1 Soientn > 3 un entier et A1A; - - - A,, un polygdne régulier inscrit dans un cercle I
de centre O et de rayon R. Soit M un point de I'. Prouver que

i AiM? = 2nR%.
i=1

Concluons par une propriété tres utile :

Proposition 3.7. Soient A, B, C, D des points du plan avec A # B et C # D. Les droites (AB)
et (CD) sont perpendiculaires si, et seulement si, AC> + BD* = AD? + BC?%.

Démonstration. 1l suffit d’écrire :

AC?2+BD>—AD?—BC? = (AB+BC)?+ (AD —AB)?— AD? — B2
— 2AB2+42AB- (BC —AD)
— 2AB-(BC—BD) =2AB - DC,

ce qui conclut. O

On trouvera une jolie utilisation de ce résultat a I'Exemple 3.21.

Applications du produit scalaire Nous donnons ici quelques applications. On rappelle sans

preuve la loi des sinus :

b b
sinA sinB sin C 2§
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Formule d’Al-Kashi
Proposition 3.8 (Formule d”Al-Kashi). Soit ABC un triangle. On a
a> = b® + c> —2bccos A.
Démonstration. On écrit :
a2 =BC?=BC2 = (BA +AC)2 =AB2+ AC2+2BA-AC = AB2+AC2—2AB-AC
= b’ +c®—2bccosA.

Identité du parallélogramme

Proposition 3.9 (Identité du parallélogramme). Soit ABCD un parallélogramme. Alors AC? +
BD? = 2(AB? + AD?).

Démonstration. En prenant U =ABetV = ﬁ, ceci provient du fait que
(T + V)P + (U= V) =20+ V).

Formule de 1a médiane

Proposition 3.10 (Formules de la médiane). Soit ABC un triangle et I le milieu de [AB]. Alors:
1 1

() AC+BC?=2IC*+ AB (i) AC?-BC = 2CI-BA, (iii) CA.CB = CP— AB

Démonstration. Pour (i), on écrit

AC2+BC2:/W2+I??2:(/ﬁ+ﬁ)2+(lﬁ+ft)2:21C2+2(/ﬁ+lﬁ)-ft+AIZ+BI?

_>
Comme Al + Bi= 0 et AP + BI? = AB?/2, le résultat en découle.
Les preuves des autres assertions sont similaires et sont laissées en exercice. [

Géométrie analytique

Le produit scalaire est également utile en géométrie analytique pour calculer les coordon-
nées de divers points lorsque de I'orthogonalité est mise en jeu :

(i) Soient A, B, C trois points différents du plan. Comment trouver I'équation de la droite
perpendiculaiié (AB) passant par (C)? Un point M appartient a cette droite si, et
seulement si, CM - AB = 0. Ainsi, si A(%*),B(X®) et C(X¢), I'équation de la droite per-

Yya Ys Yc
pendiculaire a (AB) passant par C est caractérisée par 1’équation

(x —xc)(xg —xa) + (Y —yc)(ys —ya) =0.

(ii) Deux droites de coefficients directeurs respectifs k et k’ sont perpendiculaires si, et seule-
ment si, kk’ = —1. On rappelle que le coefficient directeur d’une droite d’équation
ax + by + ¢ = 0 est (—b, a). Ainsi, un vecteur orthogonal a cette droite (on dit aussi
vecteur normal) est (a, b).
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Relations trigonométriques

Rappelons sans preuve les relations suivantes (qu’on vérifie aisément grace a un cercle tri-

cos(—x) = cos(x) sin(—x) = —sin(x)
cos(m—x) = —cos(x) sin(m—x) = sin(x)
gonométrique): cos(m+x) = —cos(x) sin (7t + x) —sin(x) Onrappelle éga-
cos (72—T + x) = —sin(x) sin (72—T + x) = cos(x)
cos (2 —x) = sin(x) sin (2 —x) = cos(x)

lement que cos?(x) + sin®(x) = 1.
Les relations suivantes sont cruciales et absolument a connaitre.

Théoréme 3.11 (Formules d’addition trigonométriques). (i) Ona
cos(a —b) = cos(a) cos(b) + sin(a)sin(b), cos(a+b) = cos(a)cos(b)— sin(a)sin(b).
(i) On a
sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b), sin(a+ b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b).
(iii) On a
tan(a —b) = 1?553(2)?2&2) ‘

Démonstration. Pour (i), introduisons les points U et V de coordonnées U (53 ()) et V(5> F).

(
sin(a sin(b)

Ainsi, b — a est ’angle (modulo 27) orienté (WL CT/ ). Comme OU = OV =1, en calculant de

deux manieres différentes le produit scalaire ou - oV , on obtient :
—
cos(a—b) =0U- OV = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b).

La seconde relation s’en déduit en prenant —b a la place de b.
Pour (ii), il suffit d’écrire que sin(a + b) = cos(n/2 — a — b) et d’utiliser (i).
Finalement, (iii) est une conséquence de (i) et (ii), laissée en exercice. O

En particulier, noter que

cos(2a) = cos?(a)—sin*(a) =2cos?*(a) —1 =1—2sin*(a)
sin(2a) = 2sin(a)cos(a)

_ 2tan(a)
tan(Za) = THZ(Q)

Ces dernieres formules s’appellent les formules de duplication. Noter aussi que le théoreme 3.11

implique que
cos(a) + cos(b) = 2cos (%b) cos (a;b)

cos(a) —cos(b) = —2sin (%) cos (a;b)
sin(a) +sin(b) = 2sin (GTer) cos (a g b)

sin(a) —sin(b) = 2sin (GT_b) cos (a ; b) .
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Exercice 2 Soit ABC un triang]le.
(i) Prouver que OA . OB = R — c?/2.
(ii) Prouver que CT—I = Cﬁ + O@ + CY .
(iii) Prouver que OH? = 9R? — a? — b? — 2.

- Puissance d’un point par rapport a un cercle -

Si A, B, C sont trois points alignés, on rappelle que AB-AC, produit algébrique des longeurs
AB et AC, est égal par définition a AB-A

Définition et premiéres propriétés

Définition 3.12 (et propriété). Soit I' un cercle de centre O de rayon R. Soit M un point quel-
conque du plan. Si deux droites passant par M coupent I' respectivement en A, B et C, D alors

MA - MB = MC - MD.

Ce réel est aussi égal 8 OM? — R? et est appelé puissance du point M par rapport au cercle I
et est noté Pr(M).

Demonstratzon Soit A’ le point diamétralement opposé a A sur I, de sorte que MBA’ = /2
et OA’ AQ. Alors

MA - MB = MA - MB = MA - MA” = (MO + OA) - (MO — OA) = OM2 —

On montre exactement de la méme maniere que MC - MD = OM? — R2. O

Remarque 3.13. Pr(M) = 0si, et seulement si, M € I" et Pr(M) > 0 si, et seulement si, M est a
I'exterieur de I'. Par ailleurs, si M est a 'extérieur de I et T est le point de contact avec I' d"une
tangente a I" issue de M, alors Pr(M) = MT2.

Exemple 3.14 (Olympiade de Saint-Pétersbourg 1996). A titre d’exemple, résolvons le pro-

bleme suivant. Soit ABC un triangle et D le pied de la bissectrice issue de B. On note E le
second point d’intersection du cercle circonscrit du triangle de BDC avec (AB) et F le second
point d’intersection du cercle circonscrit du triangle ABD avec (BC). Montrons que AE = CF.
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En calculant de deux manieres possibles les puissances, on a
AE-AB=AD-AC, CB-CF=CD-CA.
On en déduit que
AE AD-CB
CF AB-CD’
Or AD/CD = AB/CB car (BD) est la bissectrice de B.

Réciproquement, les assertions suivantes sont vérifiées (leur preuve est laissée en exercice).

Proposition 3.15. (i) Soient A, B, C, D des points distincts non alignés. Si (AB) et (CD) sont
sécantes en un point M tel que MA - MB = MC - MD alors les points A, B, C, D sont
cocycliques.

(ii) Soit ABT un triangle. Si un point M de la droite (AB) vérifie MA - MB = MT?, alors
(MT) est tangente au cercle I circonscrit au triangle ABT.

Axe radical

Définition 3.16 (et propriété). Soient I' et I'" deux cercles de centres respectifs O et O’ dis-
tincts, de rayons respectifs R et R’. Alors 1’ensemble des points M qui ont méme puissance
par rapport a ces deux cercles est une droite A perpendiculaire a (OO’). Par ailleurs, le point
d’intersection P des droites A et (OQ’) vérifie

200’ - wP = R2 —R%,

ou w est le milieu de [OO’]. La droite A est appelée axe radical des deux cercles ' et I"".

4P
N
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Démonstration. L'égalité Pr(M) = Pr/(M) est équivalente 8 MO? — R? = MO’ — R"2. Or
— — — — —
MO? — MO” = (MO — MO")(MO + MO") = 0’0 - (2Md + w0’ + w0) = 20’0 - M.

Ainsi, ’ensemble des points M tels que Pr(M) = Pr/(M) est I'ensemble des points M tels que
T
20’0 - Md> = R — R
Le résultat en découle. H

Remarque 3.17. Si I" et '’ sont sécants, leur axe radical est la droite passant par leurs points
d’intersection.

Exemple 3.18. Soient I, I, deux cercles qui se coupent en A et en B. Soit A une droite tangente
aux deux cercles en M et en N. Montrons que (AB) coupe le segment [MN] en son milieu.

La puissance de I par rapport au premier cercle vaut IM? = IA - IB. La puissance de I par
rapport au deuxieme cercle vaut IA - IB = IN?. On en déduit que IM? = IN?, d’ou IM = IN.

Exemple 3.19. Soit ABC un triangle acutangle. La perpendiculaire a (AC) passant par B coupe
le cercle de diametre [AC] en P et Q, et la droite perpendiculaire a (AB) passant par C coupe
le cercle de diametre [AB] en R et S. Montrons que P, Q, R, S sont cocycliques.
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Soit D le pied de la hauteur issue de A dans le triangle ABC et soit H son orthocentre.
Le point D appartient au cercle de diametre [AB], donc HS - HR = HA - HD. De méme, D
appartient au cercle de diametre [AC], donc HP - HQ = HA - HD. Donc HP - HQ = HR - HS, ce
qui implique que P, Q, R, S sont cocycliques.

Théoréme 3.20. Soient ABCD et CDEF deux quadrilateres inscrits dans deux cercles I, I;. On
suppose que parmi les droites (AB), (CD) et (EF) il n'y en a pas deux qui soient paralleles.
Alors les droites (AB), (CD) et (EF) sont concourantes si, et seulement si, les points A, B, E et
F sont cocycliques.

Ce résultat dit que les axes radicaux de trois cercles sont soit concourants, soit paralleles.

Démonstration.

Supposons d’abord que les trois droites soient concourantes. Alors la puissance de I par rap-
port au cercle de gauche vaut IA - IB = ID - IC. La puissance de I par rapport au cercle de
droite vaut ID - IC = IE - IF. On en déduit que IA - IB = IE - IF, et donc que A, B, F, E sont
cocycliques.

Réciproquement, si A, B, F, E sont cocycliques, notons I le point d’intersection des droites
(AB) et (EF). La puissance de I par rapport au cercle circonscrit a ABFE vaut IA - IB = IE - IF.
Donc I a méme puissance par rapport aux deux cercles de la figure. I est donc sur leur axe
radical, qui est (DC). Les trois droites (AB), (CD) et (EF) sont donc concourantes en I. ]

Exemple 3.21. (IMO 1985/5) Un cercle de centre O passe par les points A et C d’un triangle
ABC et recoupe les segments [AB] et [BC] en respectivement K et N (K # N). On suppose que
les cercles circonscrits aux triangles ABC et KBN se recoupent en un point M différent de B.

Prouvons que l'angle OMB est un angle droit.
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Soit P l'intersection des trois axes radicaux (AC), (KN) et BM. D’apres la Proposition 3.7,
pour prouver que (OM) et (BP) sont perpendiculaires, il suffit de vérifier que OB* — OP? =
MB? — MP?. - -

Comme PCN = AKN = BMN, les points P, C, N, M sont cocycliques. En notant r le rayon
du cercle circonscrit de AKC, il vient :

PM PN =PC:PA = OP? — 1%,
De méme,
BM - BP = BN :BC = OB*—1%.
Ainsi,
OB?— OP?>=BM-BP —PM:PB = BP(BM — PM) = (BM + PM)(BM — PM) = BM? — PM?,

d’ot le résultat.

Exercices d’application Exercice 3 Soit ABC un triangle isocele en B. Les tangentes en A et B
au cercle circonscrit I' de ABC se coupent en D. Soit E le second point d’intersection de (DC)
avec I'. Prouver que (AE) coupe [DB] en son milieu.

Exercice 4 Soit ABC un triangle, H son orthocentre. Soient M un point de [AB] et N un point
de [AC]. Les cercles de diametre BN et CM se coupent en P et Q. Montrer que P, Q et H sont
alignés.

Exercice 5 (IMO 2000/1) Soient (); et (), deux cercles qui se coupent en M et en N. Soit A
la tangente commune aux deux cercles, qui est plus proche de M que de N. A est tangente a
Q; en A eta Q; en B. La droite passant par M et parallele a A rencontre (; en C et O, en D.
Soient E l'intersection des droites (CA) et (BD), P le point d’intersection de droites (AN) et
(CD) et Q le point d’intersection des droites (BN) et (CD). Montrer que EP = EQ.

Exercice 6 (USAMO 1998) Soient I et I, deux cercles concentriques, avec I; a I'intérieur de I7.
Soient A, B deux points appartenant a respectivement I et I'; tels que (AB) est tangente a I5.
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Soit C le deuxieme point d’intersection de (AB) avec I et soit D le milieu de [AB]. Une droite
passant par A coupe I; en E et F de sorte que les médiatrices de [DE] et [CF] se coupent en un
point M de la droite (AB). Calculer le rapport AM/MC.

Exercice 7 Soient ABC un triangle et D, E deux points appartenant respectivement a [AB] et
[AC] tels que (DE) et (BC) soient paralleles. Soit P un point a l'intérieur du triangle ADE.
Soient F et G les points d’intersection de (DE) avec respectivement les droites (BP) et (CP).
Soit Q le deuxiéme point d’intersection des cercles circonscrits des triangles PDG et PFE. Prou-
ver que les points A, P, Q sont alignés.

Exercice 8 (IMO 1995) Soient A, B, C, D quatre points distincts d"une droite (dans cet ordre).
Les cercles de diametre [AC] et [BD] se coupent en X et Y. La droite (XY) coupe (BC) en Z.
Soit P un point de la droite (XY) autre que Z. La droite (CP) recoupe le cercle de diametre
[AC] en M, et la droite (BP) recoupe le cercle de diametre [BD] en N. Prouver que les droites
(AM), (DN) et (XY) sont concourantes.

Exercice 9 (Chine 1997) Soient A, B, C, D quatre points sur un cercle I'. On suppose que les
droites (AB) et (DC) se coupent en P et que les droites (AD) et (BC) se coupent en Q. Soient E
et F les deux points de tangence des tangentes a I' issues de Q. Prouver que P, E, F sont alignés.

- Quelques configurations a connaitre en géométrie du triangle -

Rappels On rappelle sans démonstration les résultats suivants :

- les symétriques de l'orthocentre d’un triangle par rapport a ses cotés appartiennent a
son cercle circonscrit (on peut le retrouver en faisant une chasse aux angles).

- Si P est le pied de la bissectrice intérieure issue de A dans un triangle ABC, alors 5& =

22 (on peut le retrouver en utilisant la loi des sinus).

On rappelle qu’il est parfois utile de faire une esquisse de figure rapidement a main levée
pour choisir la configuration initiale donnant la meilleure figure possible. Par meilleure, on
entend une figure sans symétries ajoutées (comme des triangles isocéles qui n’en sont pas
forcément), sans alignements supplémentaires, etc. Ensuite il est utile de travailler sur une
grande figure tracée avec les instruments. Si des propriétés remarquables semblent apparaitre
(égalité de longueurs, alignements), il est utile de faire une figure dans une autre configuration
pour voir sil s’agit une coincidence ou non.

Cercle d’Euler

Théoreme 3.22. (i) Ona (T—l = 3?.

(ii) Les points suivants sont tous cocyliques : les milieux des c6tés du triangle ABC, les pieds
des hauteurs de ABC, les milieux des segments [AH], [BH], [CH]. Le cercle passant par
tous ces points est appelé cercle d’Euler de ABC. Par ailleurs, le rayon du cercle d’Euler
vaut R/2.

(iii) Les triangles ABC, ABH, BCH et CAH ont méme cercle d’Euler, et leurs cercles circons-
crits ont tous méme rayon.
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Ce résultat, ainsi que sa preuve, sont a retenir.

Démonstration. (i) Onadéjavu quegjjl = C)—/>4+ OB + OC. Comme G est le centre de gravité
deABC,onaﬁ+@+§: 0. Donc

ﬁ=(ﬁ+@)+((ﬁ+@)+((ﬁ+ﬁ)=3%.

(ii) Soit I' le cercle circonscrit de ABC. Notons A’, B’ et C’ les milieux respectifs de [BC],
[AC] et [AB]; notons également A;, B; et C; les pieds respectifs des hauteurs issues de
A,BetC.

ETAPE 1 : Soit H ’homothétie de centre G et de rapport —1,/2. Etudions l'image de I" par
H. Le centre de gravité étant situé au tiers de chaque médiane, }{ transforme A en A’,
B en B’ et C en C’'. Ainsi, I'image de I" par J{ est le cercle circonscrit de A’B’C’ qu’on
note I'". Ainsi, le rayon de I'’ est R/2. Soit O’ son centre. On a donc GO’ = —1GO. Or
OF = 30C. On en déduit que O’ est le milieu de [OH].

ETAPE 2 : Soit h I'homothétie de centre H et de rapport 2. D’aprés ce qui précede, h
transforme un cercle de centre O’ et de rayon r en un cercle de centre O et de rayon
2r. On en déduit que h transforme '’ en I'. En particulier I'" contient h(A), h(B), h(C) et
donc les milieux des segments [AH], [BH], [CH] appartiennenta I'’.

ETAPE 3 : Pour montrer que A; € T, montrons que O’A; = O’A.Soit O! le projeté
orthogonal de O’ sur (BC). Comme (HA;) || (OA’) et comme O’ est le mileu de [OH], le
théoréme de Thales assure que Oj est le milieu de [A;A’]. Il s’ensuit que O appartient

a la médiatrice de ce dernier segment et donc O’A; = O’A. On montre de méme que
B{,C; € r.
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(iii) Le cercle ' passe par les milieux de tous ces triangles. IIs ont donc méme cercle d’Euler

et donc méme rayon, car d’apres (ii) ce rayon vaut R/2.
O

Triangle orthique et théoréme de Nagel Soit ABC un triangle non rectangle. Soient I, J, K
les pieds respectifs des hauteurs issues de A, B, C. Le triangle IJK est appelé triangle orthique
de ABC

Théoréme 3.23. (i) On a les égalités d’angles suivantes :

(ii) Théoreme de Nagel : les bissectrices des angles BAC et IAO sont confondues.
(iif) Les droites (OA), (OB), (OC) sont perpendiculaires aux cotés de IJK.
(iv) Les droites (IJ) et (IK) sont symétriques par rapport a la hauteur (AI).

Démonstration. La premiere assertion provient d’une simple chasse aux angles. Les autres as-
sertions sont alors des conséquences faciles (pour (ii), on utilise par exemple que OAC =
90° — 3/2 = BAI). O

Droites de Simson et de Steiner On définit ici la notion importante de droite de Simson et
étudions quelques unes de es propriétés. Dans cette partie, on garde les notations introduites
dans les différents énoncés.

Théoreme 3.24. Soit I' un cercle et A, B, C trois points de I'. Soit P un point du plan, Py, P, P3
ses projections respectives sur les droites (BC), (CA), (AB). Montrer que les points Py, P, P3
sont alignés si et seulement si P appartienta I'.

Lorsque A, B, C,D sont cocycliques, la droite passant pas Py, P», P; est appelée droite de
Simson, et on la notera Ap.

Démonstration. On traitera le cas ot1 les points sont dans la confiuration de la figure, les autres
se traitent de facon similaire.
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Les points P, Py, B, P; d"une part, P, A, P, P; d’autre part sont cocycliques. En en déduit que
Pﬁg\Pl = Pﬁl — PBC et Pf;Pz = Pﬁz — PAC. Or, les points P, Q, R sont alignés si et seule-
ment si PJD;PZ = 0, soit Pﬁg\Pl = Pﬁg\Pz, donc si et seulement si PBC = PA/\C, donc si et
seulement si les points A, B, C, P sont cocycliques. O

Proposition 3.25. On reprend les notations du Théoreme 3.24. On suppose que P € I'. Notons
Q le point ot (PP;) recoupe I (si (PP;) est tangente a I' on pose Q = P).
Alors (AQ) et Ap sont paralleles.

Démonstration. On traitera le cas ot les points sont dans la confiuration de la figure, les autres
se traitent de facon similaire.

Les points Q, A, C, P étant cocycliques, on a A/Q\P — ACP. Par ailleurs, les points Py, P, C, P
étant cocycliques (sur le cercle de diametre [CP]), on a P3P1P = ACP. On en déduit que AQP =
P3P, P, et donc que Ap et (AQ) sont paralleles. O

Théoréme 3.26. On suppose que P € I'. Notons respectivement Q;, Q,, Q3 les symétriques de
P par rapport aux droites (BC), (AC), (AB).
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(i) Les points Q1, Q2, Q3 sont alignés sur une droite notée Dp et appelée droite de Steiner. De
plus Ap et Dp sont paralleles.

(ii) L'orthocentre H du triangle ABC appartient a la droite de Steiner Dp.

Démonstration.

Comme la droite de Simson est parallele a (AQ), il suffit de prouver que (HQ;) est paralléele a
(AQ) (on montrerait de méme que (HQ:) et (HQ3) sont paralleles a (AQ)).

Notons H; le symétrique de H par rapport a (BC). On sait que H; 1, appartient a T'. Par
symeétrie, HQlP = QlPHl Comme Hj, A, P, Q sont cocycliques, on QlPHl = 180° — HAQ
Comme (AH) et (QP;) sont paralleles (car perpendiculaires a (BC)), il vient 180° — HAQ =
A/Q\Pl. On en déduit que (AQ) et (HQ1) sont paralleles, ce qui clot la preuve. O

Théoréme 3.27. On suppose que P € T. Alors le milieu de [PH] appartient a la droite de
Simson

Démonstration. Comme Py, P, P3 sont les milieux respectifs de [PQ4], [PQ2], [PQ3], la droite de
Steiner est 'image de la droite de Simson par une homothétie de centre P et de rapport 2.
Comme H appartient a la droite de Steiner, on en déduit que le milieu de [HP] appartient a la
droite de Simson.
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]

Proposition 3.28. Soient P, P’ € I'. Montrer que les droites de Simson de P et P’ sont perpen-
diculaires si, et seulement si, P et P’ sont diamétralement opposés sur I".

Démonstration. Notons Q' le point ot (P’P;) recoupe I'. D’apres la Proposition 3.25, il suffit de
prouver que (AQ) et (AQ’) sont perpendiculaires si, et seulement si, P et P’ sont diamétrale-
ment opposés sur I'. Or (AQ) et (AQ’) sont perpendiculaires si, et seulement si, [QQ’] est un
diametre de I'. On voit aisément que c’est le cas si, et suelement si, P et P/ sont diamétralement
opposés. [

Exercice 10 Soient P, P’ € I deux points diamétralement opposés. Prouver que les droites de
Simson de P et P’ se coupent en un point du cercle d’Euler de ABC.

Quadrilatéres complets On explore ici quelques propriétés des quadrilateres complets, qui
sont des figures detérminées par quatre droites distinctes, sécantes deux a deux, l'intersec-
tion de trois quelconques d’entre elles étant vides. Plus précisément, soit ABC un triangle.
On suppose qu'une droite A coupe (BC), (CA), (AB) en respectivement D, E, F. On parle de
quadrilatére complet BCEF.

Théoréme 3.29 (Droite de Newton d"un quadrilatere complet). Soient M;, M,, M3 les milieux
respectifs de [AD], [BE], [CF]. Les points M;, M,, M3 sont alignés sur une droite appelée droite
de Newton du quadrilatere complet.

Démonstration.
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Soient A’, E’, F’ les milieux respectifs de [EF], [FA], [AE]. Alors My, E/, F’ sont alignés, ainsi

que M,, F/, A’ et ainsi que M3, A’, E’. D’apres le théoreme de Thales, les triplets My, E', F’ et
M,, F/, A" et M3, A’, E’ sont constitués de points alignés.

Appliquons le théoreme de Ménélaiis au triangle AEF et la droite passant par D, B, C

D’apres le théoreéme de Thales, on a DE = 2M;F/, DF = 2M;E/, BF = 2M,A’, BA = 2M,F/,
CA =2M;E/, CE = 2M3A’. On en déduit que
MiF MGE! MLAT
MiE' MzAT MyF
OJ

Théoreme 3.30 (Point de Miquel d"un quadrilatere complet).

(i) Les quatres cercles I3, I3, I3 et Ty circonscrits respectivement aux triangles ABC, DBF,

AEF et DCE sont concourants en un point appelé point de Miquel du quadrilatere com-
plet.

(ii) Les centres de I, I, I3 et Iy appartiennent un méme cercle M, appelé cercle de Miquel du
quadrilatére complet.

(iii) Le point de Miquel appartient au cercle de Miquel.

Démonstration. On fait les démonstrations dans les configurations des figures (sinon il fau-
drait utiliser des angles orientés).

(i)
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Soit M le point d’intersection des cercles circonscrits a ABC et DBF. Montrons que M
appartient au cercle circonscrit de DEC (la preuve est similaire pour AEF). Par cocyclicité
ona - - - -

DMB = DFB, BMC = BAC.

Donc DMC = FEC. On en déduit que D, M, E, C sont cocycliques.
(i)

Comme (MF) L (Q,Q3) et (Q3Q4) L (EM), on a FME = Q,Q;Q,. De méme, BMC =
0,0,0;.

Or par cocyclicité de A, E,F, M, on a FME = FAE et par cocyclicité de A,M,B,C on a
FAE = BAC = BMC. Ainsi, 0,030, = szlTQ4, ce qui prouve que les quatre centres
sont cocycliques.

77



Chapitre I1. Premiére période 3. Groupe C : géométrie

(iii)

Montrons que Q1, Q,, Q4, M sont cocycliques. Pour cela, soient M, et M4 les points dia-

métralement opposés de M sur respectivement Q, et ()4.Alors Mf)\l\/lz et MDM, sont
des angles droits, et donc D, M, M4 sont alignés. On en déduit que

Q,MB = M,MB = M,DB = M,DC = Q,MC.
I1 s’ensuit que Q,MQy = BMC. Or on a vu dans la preuve de (ii) que BMC = QK)TQLI.
Ceci conclut.
O

Finalement, le fait suivant, utile et a retenir, est laissé en exercice.

Exercice 11 En gardant les notations précédentes, montrer que le point M appartient a la
droite (AD) si, et seulement si, les points B, F, E, C sont cocycliques.

Nous concluons cette section par une autre propriété utile du point de Miquel, qui per-
met de retrouver le centre d"une similitude connaissant un segmet et son image. On rappelle
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qu’'une similitude directe de centre O est la composée d'une rotation et d"une homothétie (les
deux de centre O) et que si ABCD n’est pas un parallélogramme, il existe une unique simili-
tude directe envoyant A sur B et C sur D.

Théoréme 3.31. Soient A, B, C, D quatre points du plan tels que (AC) et (BD) ne soient pas
paralleles. Soit X le point d’intersection des droites (AC) et (BD). Soit O le second point d'in-
tersection des cercles circonscrits des triangles ABX et CDX. Alors O est le centre de la simili-
tude directe envoyant A sur C et B sur D, ainsi que le centre de la similitude directe envoyant
A sur B et CsurD.

Démonstration.

Ceci provient d"une simple chasse aux angles, qui montre que les triangles AOC et BOD sont
semblables, ainsi que les triangles AOB et CPD. O

En particulier, si O est le centre d"une similitude directe qui envoie A sur C et B sur D (ou
A sur B et C sur D), alors si M est le point de Miquel du quadrilatere ABDC et X est le point
d’intersection de (AC) et (BD), alors A, B, M, X sont cocycliques ainsi que C, D, O, M.

Une conséquence immédiate du théoreme précédent est que le point de Miquel M d’un
quadrilatére ABCD est le centre de la similitude directe qui envoie A sur D et B sur C, ainsi
que le centre de la similitude directe qui envoie A sur B et D sur C.

A titre d’illustration, démontrons l'affirmation de ’'Exemple 3.21 en utilisant ce résultat.

Rappelons son contenu : un cercle de centre O passe par les points A et C d"un triangle ABC
et recoupe les segments [AB] et [BC] en respectivement K et N (K # N). On suppose que les
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cercles circonscrits aux triangles ABC et KBN se recoupent en un point M différent de B. Il
s’agissait de prouver que I'angle OMB est un angle droit.

Comme dans I’Exemple 3.21 (ou en utilisant I’exercice 11), les droites (MB), (KN) et (AC)
sont concourantes en un point P. Notons U et V les milieux respectifs de [AK] et [CN]. M
est le centre de la similitude directe envoyant [AK] sur [NC]. M est donc aussi le centre de
la similitude directe envoyant [KU] sur [NV], ce qui implique que les points M, B, U, V sont

cocycliques. Or, puisque OUB = OVB = 90°, les points U, B, V, O appartiennent au cercle de

diametre [BO]. Donc M appartient également a ce dernier cercle, ce qui implique que OMB =
90°.

Pour approfondir cette partie, nous ne saurions trop vivement conseiller la lecture de
http://yufeizhao.com/olympiad/cyclic_quad.pdf

Bissectrices, cercles inscrit et exinscrits

Théoréme 3.32. Soit I le centre du cercle inscrit d"un triangle ABC et I, le centre de son cercle

exinscrit Iy “de I'angle A”. Soit A’ le milieu de [BC] et soient D et Dy les points de contacts
respectifs du cercle inscrit de 'y avec (BC).

(i) D et Dy sont symétriques par rapporta A’.

(ii) Notons E, F les points de contacts respectifs du cercle inscrit avec [AB] et [AC]. En notant
p=(a+b+c)/2,ona

CD;=BD=p—b, BD;=CD=p—c,CE;=p—b.

On calcule similairement les autres longueurs faisant intervenir les points de contacts
du cercle inscrit et des autres cercles circonscrits.

Démonstration.
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(i) Soit P le milieu de [II,]. Prouvons que P appartient au cercle circonscrit de ABC. Comme
I:B\I = IXEI = 90°, P est le centre cercle passant par B, I, C, I,. En particulier, P appar-
tient a la médiatrice de [BC]. Or il est bien connu que la médiatrice de [BC] coupe (IA)
en un point appartenant au cercle circonscrit de ABC.
point d’intresection de la droite (AI) avec le cercle circonscrit de ABC. Il est bien connu
que P appartient a la médiatrice de [BC]. Par ailleurs, comme I.BI = I,CI = 90°, [II]
est le diametre du cercle passant par B, I, C, I,. En particulier, le projeté orthogonal de P
sur (BC) est A’. Puisque les projetés orthogonaux sur (BC) de I, et I sont respectivement
D; et D, A’ est bien le milieu de DD, d’ot le résultat.

(i) Posons x = AE = AF,y = BF = BD,z = CD = CE. Comme BD 4+ DC = BC, on a
y+z=a Deméme, z+x = betx +y = c. On en déduit que x +y + z = p, puis
X=p—a,y=p—betz=p—c.Comme D; et D sont symétriques par rapporta A’, on
aaussiCD; =BD=p—betPD;=CD =p—c.

]

- Solution des exercices -

, , — — =
Solution de l'exercice 1 En remarquant que OA; + OA; 4 --- 4+ OA,, = 0, écrivons

> AN =3
i=1 i

n
(
=1
n
=1

OM — OA,) - (OM — OA})

= Y (2R*-20M.OA;)

1

— 2nR2—20M - (Z O_AZ> — R,

i=1
ce qui conclut.

Solution de l'exercice 2
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N
e
NS

(i) On écrit :
OA - OB = R?cos AOB = R? cos(2C) = R%(1 — 2sin?(C)) = R — ¢2/2,

oul pour la derniere égalité on a utilisé le fait que 2R = ¢/ sin C d’apres la loi des sinus.

—
(i) I sufﬁt_d}e Vériﬁeﬂ_l)le si le point H' est défini par la relation OH’ = 07 + Cﬁ + (Y,
alors AH' - BC et BH' - }ﬁ, ce qui se fait exactement comme dans 1’"Exemple 3.6.

(iii) On écrit :

OH? = (T#:(Cﬁjtcﬁﬂfy(cﬁjtcﬁﬂf)

= 3RZ+2(R*—a?/2) +2(R*—1b2/2) +2(R* —c?/2),

d’ou1 le résultat.

Solution de l'exercice 3

D’apres I'Exemple 3.18, il suffit de vérifier que le cercle circonscrit de ADE est tangent a (DB).
Ceci provient d"une petite chasse aux angles : ADB = 180° —2ABD = ABC = AEC.

Solution de l'exercice 4
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Nous allons montrer que H a la méme puissance par rapport aux deux cercles de la figure, ce
qui impliquera que H est sur leur axe radical, qui est (PQ).

Pour cela, comme (BHg) L (AC), Hg est sur le cercle de diametre [BN]. La puissance de
H par rapport au cercle de diametre [BN] vaut donc —HB - HHg. De méme, la puissance de H
par rapport au cercle de diametre [CM] vaut —HC - HHc.

Or les points B, H¢, Hp, C sont cocycliques : ces points sont situés sur le cercle de diametre
[BC]. On en déduit que —HB - HHg = —HH¢ - HC, ce qui conclut.
Solution de l’exercice 5
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I1 suffit d’étre logique, qualité qui permet de resoudre nombre d’exercices de géométrie : une
chasse aux angles s'impose, et montre * que ABE = CDE = MBA, la demniére égalité étant

d’une importance capitale. De méme, BAE = MAB. Ces égalités impliquent que M et E sont
images I'un de l'autre par la symétrie par rapport a la droite (AB). Les droites (ME) et (AB)
sont orthogonales, puis les droites (ME) et (PQ) sont orthogonales.

I faut également savoir reconnaitre les situations classiques : ici, en notant T I'intersection
des droites (MN) et (AB), il faut savoir que TA = TB (voir Exemple 3.18). Le théoréme de
Thales montre alors que M est le milieu de [PQ]. En somme, (ME) est la médiatrice de [PQ].
E est donc bien équidistant de P et de Q.

Solution de l'exercice 6

En calculant la puissance de A par rapport a I, on obtient AE- AF = AB? = AD - AC. Donc
D, C, F, E appartiennent a un méme cercle O, de sorte que M est le centre de Q3. On en déduit
que [DC] est un diametre de Q) puis que M est le milieu de [DC]. Dot :

MC DC 3 3
AC 2AC 2.4 8

Donc AM/MC = 3/5.

Solution de l'exercice 7
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Soient M le second point d’intersection du cercle circonscrit de PDG avec (AB), et N le
second point d’intersection du cercle circonscrit de EPF avec (AC). Sans perte de généralité,
supposons que M et N appartiennent respectivement a [AB] et [AC] (les autres cases sont
similaires). Alors

ABC = ADG = 180° — BDG = 180° — MPC,
ce qui implique que B, M, P, C sont cocycliques. De méme, B, P, N, C sont cocycliques. Ainsi,
B, C, N, P, M sont cocycliques. Donc ANM = ABC = A/D\E, donc M, N, D, E sont également
cocycliques. Donc AD - AM = AE - AD. Ainsi A a méme puissance par rapport aux cercles
circonscrits de PDG et EPF, et appartient donc a (PQ) qui est leur axe radical.

Solution de l'exercice 8

Le point P appartenant a l'intersection des trois axes radicaux, les ponts M, N, C, B sont
cocycliques. Par ailleurs, comme

MND = 90° + MNB = 90° - MCA = 180° — MAD,

les points A, M, N, D sont cocycliques. Les droites (AM), (DN) et (XY) sont ainsi les axes
radicaux de trois cercles et sont donc concourantes (elles ne peuvent pas étre paralleles).

Solution de l'exercice 9
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Soit O le centre de I et soit R le second point d’intersection du cercle circonscrit ' a QCD
avec (PQ) (Restle point de Miquel du quadrilatere complet). Comme PRC = Q/D\C — ABC,on
rappelle que les points P, R, C, B sont cocycliques. D’apres ’Exemple 3.21, (OR) et (PQ) sont
perpendiculaires, ce qui implique que Q,F, O, E, R sont cocycliques sur un cercle I'". L'axe
radical de " et " est (CD), I’axe radical de I’ et I’ est (QR). Comme ils s’intersectent en P, il
en découle que P appartient a ’axe radical de " et '/, qui n’est autre que (EF).

Solution de l'exercice 10

Soit O le centre de I'. Soit '’ le cercle d’Euler de ABC et notons O’ son centre. Notons I et I’ les
milieux respectifs de [PH] et [P’H]. On a déja vu que '’ est I'image de I' par une homothétie de
centre H et de rapport 1/2. On en déduit que I et I’ appartiennent au cercle d’Euler. Comme
[PP’] est un diametre de T', [II'] est un diametre de I'’. Si R est le point d’intersection des deux
droites de Simson, les droites (RI) et (RI’) sont perpendiculaires. Ainsi, R appartient au cercle
de diametre [II'], qui n’est autre que le cercle d"Euler.

Solution de l'exercice 11
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Faisons la preuve dans la configuration de la figure. Par cocyclicité de D, M, F,B on a DMF =
FBC et par cocyclicité de M, A, E,Fona FMA = DEC. Ainsi, D, M, A sont alignés, si et seule-
ment si, FBC + FEC = 180°, autrement dit si, et seulement si, F, E, C, B sont cocycliques.

2 Cours/TD de géométrie : similitudes

Question philosophique : qu’est-ce que la géométrie ? S’agit-il de I'étude de certaines fi-
gures en termes d’angles, de distances ...? La distance d"une figure donnée au bord du ta-
bleau ne nous intéresse pourtant pas. L'étude de certaines propriétés de certaines figures ?
Certes, mais comment définir exactement ces propriétés ? Qu’est-ce qui distingue la propriété
pertinente "A, B et C sont alignés" et la propriété inintéressante "(AB) est perpendiculaire
au bord du tableau"? Ou, moins caricaturalement, la propriété "AB = lcm", moyennement
intéressante de la plupart des points de vue mathématiques.

Un moyen pertinent de définir ces propriétés est : "l’ensemble des propriétés invariantes
par une certaine classe de transformations". Par exemple, si on veut s’intéresser aux dis-
tances, on peut considérer les propriétés invariantes par isométries (translations, rotations,
réflexions...); si on veut s’intéresser aux rapports de longueurs, aux angles, on peut consi-
dérer les propriétés invariantes par similitudes; si on veut s’intéresser au parallélisme, aux
milieux, on peut considérer les propriétés invariantes par transformation affines; si on veut
s’intéresser aux alignements, aux points harmoniques, on peut considérer les propriétés inva-
riantes par transformation projective (voir cours du groupe D).

Il est donc naturel de tenter de comprendre en profondeur ces transformations. Nous
considérerons ici les similitudes directes.

- Cours -

Définition 3.33. On appelle similarité toute transformation (i.e. fonction bijective) du plan qui
conserve les angles orientés, ou, de maniére équivalente, envoie les triangles sur des triangles
directement semblables.

Remarques 3.34. - L'équivalence entre conservation des angles orientés et des triangles
directement semblables n’est pas immédiatement évidente pour les triangles plats. Tou-
tefois, étant donné trois points A, B et C alignés, pour montrer que le rapport AB/AC est
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conservé, il suffit de considérer un point P en dehors de la droite et de considérer les tri-
angles ABP et ACP, prouvant que les rapports AB/AP et AP/AC seront conservés. Une
astuce du méme genre permettra de toujours mettre de c6té ce genre de cas résiduels.
C’est un bon exercice pour le lecteur pointilleux de remplir les trous...

— On connait déja bon nombre de similarités. Translations, rotations, homothéties et simi-
litude directes (voir définition 3.41) sont des similarités. De plus, il est évident que la
composition de deux similarités est une similarité.

— Le terme "similarité" est un anglicisme. Le terme approprié est similitude directe, mais
cela induit une confusion avec la notion propre au plan de la définition 3.41. Le théoreme
3.42 en devient d’ailleurs particulierement limpide...

Théoréme 3.35. Etant donnés quatre points A # B et A’ # B/, il existe une unique similarité
S telle que :

S : A — A’
B — B

Démonstration. On pourrait raisonner directement dans l'esprit du théoréme 3.42, mais la
preuve naturelle a son intérét.

Unicité.

Montrons que pour tout point C du plan, cette condition fixe 'image de C par S. On sup-
pose C ¢ (AB). Par conservation des angles orientés, I'image de C doit étre sur la droite
formant en B’ un angle ABC avec la droite (AB). De méme, elle doit étre sur la droite formant
en A’ un angle BAC avec (AB). L'intersection de ces deux droites, uniquement déterminée,
est donc le point recherché.

Existence.

On va exhiber une similarité avec cette propriété en composant différentes similarités clas-
siques (translations, rotations, homothéties...) de maniére a s’approcher de plus en plus du
but souhaité.
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Dans un premier temps, afin d’envoyer déja A sur A’, on utilise la translation t de vecteur
AA':

t A — A
B — B”.
On utilise ensuite la rotation p de centre A’ et d’angle B/A'B’:
p : Al — A’
B " — B "

Comme par construction B”” € (A’B’), on peut finalement utiliser 'homothétie h de centre
A’ et de rapport A'B'/A'B"":

B” +— B

Finalement, S = h o p o t convient par construction.

BH

B B " p

Définition 3.36. On appelle centre d"une similarité un point fixe de cette similarité.

Exemple 3.37. Une translation de vecteur non nul n’a aucun centre, une rotation ou une ho-
mothétie en a un et la transformation identité admet tous les points du plan comme centre.

Remarque 3.38. L'unicité du théoreme précédent appliquée a l'identité montre que, hormis
I'identité, toute similarité a au plus un point fixe.
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Le théoreme suivant, essentiel, montre que I’on connait bien le centre d"une similitude :

Théoreme 3.39. Soit A, B, A’ et B’ supposés en position générale (un couple ne peut étre
obtenu a partir de l'autre par translation ou homothétie). Soit P le point d’intersection de
(AA’) et (BB'). Soit C; et C; les cercles circonscrits a PAB et PA'B’ et Q leur deuxieme point
d’intersection.

Alors, Q est le centre de la similitude envoyant A et B sur A’ et B'.

Démonstration. Soit S 'unique similitude envoyant A et B sur A’ et B’. On cherche a montrer
que S envoie Q sur lui-méme. D’apres la démonstration de 1'unicité de cette similitude, il suffit
de vérifier que ABQ et A’B’Q sont directement semblables. On proceéde par chasse aux angles.
Il suffit de montrer que @Q = A@Q, I'égalité BTR\Q = B’/A\’Q se montrant de maniere
similaire. - - -

ABQ = 180° — APQ = A’PQ = A’B'Q. O

Remarque 3.40. Bien str, il faudrait écrire cette démonstration en termes d’angles orientés.
Ce que le lecteur pointilleux est invité a faire. Il est d’ailleurs important de se familiariser avec
les deux configurations :
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On remarque de plus en utilisant les triangles semblables de la démonstration précédente
que cette similarité peut facilement étre vue comme la composée d’une rotation (d’angle

AQ\A’ ) et d’'une homothétie (de rapport QA’/QA) de centre Q.

Définition 3.41. Une similitude directe de centre Q est la composée d"une rotation de centre Q
et d'une homothétie de centre Q. Elle est caractérisée par son angle de rotation et son facteur
de dilatation.

On a donc le théoreme important suivant :
Théoréme 3.42. Toute similarité est soit une translation soit une similitude directe.

De plus, on voit toujours dans la méme figure grace aux mémes triangles semblables que
la similitude directe de centre Q, d’angle A/Q\B = A'/Q\B’ et de rapport de dilatation QB/QA =
QB’/QA’ envoie A sur B et A’ sur B'. En laissant au lecteur le cas particulier des homothéties,
on obtient le théoreme important suivant :

Théoréme 3.43. Si une similitude directe envoie A sur A’ et B sur B’, alors la similitude en-
voyant A sur B et A’ sur B’ a méme centre.

En appliquant le théoréme 3.39 aux deux similitudes précédentes, on obtient le résultat
bien connu suivant, qui (pour l'intersection des cercles) se démontre également par chasse
aux angles (exercice!) :

Théoreme 3.44. Soit A, B, A’ et B’ en position générale. Soit P; = (AA’) N (BB’) et P, =
(AB) N (A’B’). Alors les cercles circonscrits a P1AB, P;A’B’, P,AA’ et P,BB’ sont concourants
en un point Q, appelé point de Miquel du quadrilatere complet AA’BB’.

I est le centre de la similitude directe envoyant A sur A’ et B sur B’ ainsi que de celle
envoyant A sur B et A’ sur B'.
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Remarque 3.45. On considérera essentiellement ce point comme centre des similitudes di-
rectes précédentes. Mais il est également d’une importance primordiale en géométrie projec-
tive unidimensionnelle complexe en tant que centre de I'involution échangeant les 6 sommets
du quadrilatere complet (pour comprendre la phrase précédente ... allez au club de mathéma-
tiques discretes de Lyon!).

Remarque 3.46. Il peut souvent étre intéressant de regarder les similitudes d'un point de vue
complexe : c’est en fait juste les fonctions affines. Voir notamment la premiére question de
I'exercice 2 du test.

- Exercices -

Dans tous les exercices, les points sont ou ne sont pas supposés en position générale (a la
discrétion du lecteur pointilleux!). Face a un exercice ou les points ne sont pas en position
générale mais ou les techniques de ce cours semblent prometteuses, une bonne stratégie est
de dire que, par un argument de continuité (en considérant les points de ’exercice comme des
fonctions continues quand écrits en analytique), on peut les supposer en position générale.
Exercice 1 Soit ABCD un quadrilatere, E et F sur [AD] et [BC] respectivement tels que % =
£L.So0it S = (EF) N (AB) et T = (EF) N (CD).

Montrer que les cercles circonscrits aux triangles SAE, SBF, TCF et TDE sont concourants.

Exercice 2 Soit ABCD un quadrilatere avec AD = BC et P I'intersection de ses diagonales. Soit

F et E des points variables sur les segments [AD] et [BC] respectivement de maniere a avoir

BE = DF. On pose R et Q les points d'intersections de (EF) avec (AC) et (BD) respectivement.
Montrer que le cercle circonscrit a PQR a un deuxiéme point fixe quand E et F varient.

Exercice 3 Soit ABC un triangle inscrit dans un cercle I', P un point variable sur le petit arc
AB. Soit I et ] les centres des cercles inscrits des triangles ACP et BCP respectivement. On
considére P le point d’intersection de I" et du cercle circonscrit au triangle PIJ.

Montrer que Q reste fixe quand P varie.

Exercice 4 Soit I et I, deux cercles s’intersectant en P et Q. Soit A; et B; deux points variables
sur 7 et A, et B les deuxiémes points d’intersection de I; avec (A;P) et (B;P) respectivement.
Soit C = (AlBl) N (Asz)

Montrer que le centre O du cercle circonscrit au triangle CA;A; reste sur un cercle fixe
quand A; et A, varient.

L’exercice suivant est important per se et souvent utilisé (il faut par contre penser a le
redémontrer ... ou citer ce poly!).
Exercice 5 Soit ABCD un quadrilatere convexe inscrit dans un cercle de centre O, P le point
d’intersection des diagonales et Q le deuxiéme point d’intersection des cercles circonscrits aux
triangles APD et BPC.

Montrer que O/Q\P =90°.

Exercice 6 Soit ABC un triangle, E et D des points sur les cotés [AB] et [AC] de maniere a
avoir BE = CD. Soit P l'intersection des diagonales du quadrilatere BEDC et Q le deuxieme
point d’intersection des cercles circonscrits a EPB et DPC. Soit K et L les milieux respectifs de
[BE] et [CD] et R le point d’intersection de la perpendiculaire a (QK) passant par K et de la
perpendiculaire a (QL) passant par L.

Montrer que :
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a) Q estsur la bissectrice de 1’angle BAC.
b) R est sur le cercle circonscrit au triangle ABC.

Exercice 7 Soit ABC un triangle et I" son cercle circonscrit. On considere trois points A;, By
et C; sur les cotés [BC], [CA] et [AB] respectivement. On note A3z, B; et C; les symétriques
de A;, By et C; par rapport aux milieux de leurs cotés respectifs. On note A,, B, et C; les
deuxiemes points d’intersection de I' avec les cercles circonscrits a AB;Cy, BC1A; et CA1B,
respectivement.

Montrer que les triangles A;B,C, et A3B3C; sont semblables.

On peut également trouver un type d’exercice légerement différent a propos du point de
Miquel et des similitudes : une figure ou apparait de maniere évidente une similitude directe
particuliere et son centre. Le théoréme 3.44 permet alors de trouver des points cocycliques.
Exercice 8 Soit ABCDE un pentagone convexe vérifiant les relations BAC = CAD = DAE et
CBA = DCA = EDA. Soit P = (BD) N (CE).

Montrer que la droite (AP) coupe le segment [CD] en son milieu.

Exercice 9 Soit ABCDEF un hexagone inscriptible vérifiant AB = CD = EF. Soit Z = (AC) N
(BD), X = (CE) N (DF) et Y = (EA) N (FB).
Montrer que XYZ et BDF sont semblables.

Enfin, comme pour les autres transformations (translation, homothéties, rotations...), il est

intéressant de considérer ce que donne la composition de similitudes directes. Afin d’inviter
le lecteur curieux a explorer ce champ de possibilités, je conclus sur un exercice dans cette
direction.
Exercice 10 Soit I, I, et I3 trois cercles avec A;B =11 N0, CD =L NEetE,F=13NT;. On
considere P; sur I et on note P; le deuxiéme point d’intersection de (P;A) et I, P; le deuxieme
d’intersection de (P3;C) et I3, P4 le deuxiéme point d’intersection de (PsE) et I3, Ps le deuxieme
point d’intersection de (P4B) et I, P¢ le deuxiéme point d’intersection de (PsD) et I'; et enfin
P7 le deuxieme point d’intersection de (P¢F) et I5.

Montrer que P; = P;.

- Solutions -

Solution de l'exercice 1

D’apres 'égalité sur les rapports de longueur, la similitude directe envoyant A sur B et
D sur C envoie également E sur F. En utilisant le théoreme 3.44 pour les couples de points
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(E,D) — (F,C), on obtient que son centre est sur les cercles circonscrits a TCF et TDE. En
l'utilisant sur les couples de points (A,E) — (B, F), ce centre est également sur les cercles
circonscrits a SAE et SBF. D’ou1 la conclusion.

Solution de l'exercice 2

Il existe clairement en utilisant les égalités de longueur une similitude envoyant les points
A, Fet D sur les points C, E et B respectivement.

Il est naturel d'introduire son centre O et quelques dessins peuvent nous convaincre que
c’est vraisemblablement le point recherché. En utilisant successivement le théoreme principal
pour les couples (A,F) — (C,E), (F,D) — (E,B) et (D,A) — (B, C), on sait que O est sur le
cercle circonscrit aux triangles ARF, ERC, FQD, BQE, APD et BPC. En particulier (en utilisant
les deux derniers triangles), il est fixe. Il est donc suffisant (et probablement raisonnablement
aisé au vu de tous les autres cercles...) de démontrer que O, P Q et R sont cocycliques.

Or, le théoreme de Miquel appliqué au quadrilatere AFPQ prouve qu’il suffit de démontrer
que O est sur le cercle circonscrit a ARF, DPA et DFQ. D’ot1 la conclusion.

Solution de I'exercice 3 On rappelle le théoreme du pole Sud, visiblement pertinent dans cet
exercice et démontrable grace a une chasse aux angles élementaire (exercice!).
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Si XYZ est un triangle inscrit dans un cercle €, I son centre du cercle inscrit et S le deuxieme
point d’'intersection de (XI) avec C. Alors, S est le milieu de 'arc YZ et, plus précisément,
SY=SI=S5Z

M

On est dans la situation classique avec deux cercles qui s’intersectent, on connait bien
un des points d’intersection et c’est 'autre qui nous intésse. On cherche donc a compléter le
quadrilatere. De maniere naturelle, on introduit donc les points fixes L et M, milieux respectifs
des petits arcs AC et BC. D’apres le théoreme du podle Sud, P, I et L ainsi que P, ] et M sont
alignés.

D’apres le théoreme 3.44, Q est le centre de la similitude S envoyant I sur ] et L sur M.
(Comme toujours se pose la question de quelle similitude choisir : pourquoi pas celle en-
voyant [ sur L et ] sur M ? Et comme souvent la réponse sera qu’on connait mieux la premiere
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similitude parce que 1'on maitrise bien les longueurs impliquées.) Cette similitude envoyant
le point fixe L sur le point fixe M, pour prouver qu’elle est fixe (et donc Q également), il suffit
de montrer que son angle de rotation et son rapport de dilatation sont fixes (un petit dessin
convaincra le lecteur sceptique...). Or, I'angle vaut L/QT\/l qui est fixe d’apres le théoreme de
I'angle inscrit et le rapport de dilatation vaut JM/IL qui vaut CM/CL d’apres le théoréme du
pole Sud, d’ou1 la conclusion.

Solution de l'exercice 4

C

A1

=

2

On voit qu’on est naturellement dans une situation du type théoréeme de Miquel dans le
quadrilatere A;B;A;B,. En particulier, le cercle circonscrit a CA; A, passe par Q.

Cette remarque est positive pour de nombreuses raisons : on se rend compte que les points
B; et B, sont inutiles (O peut étre défini comme le centre du cercle circonscrit a A;QA;), ce qui
permet de simplifier la figure et de perdre un degré de liberté.
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0
N

=i

AN

La question naturelle est maintenant : quel va étre ce cercle que parcourra O? Le plus
simple est de considérer les cas limites : quand A; tend vers Q, A, et donc O également.
Quand A; tend vers P, A; tend vers un point de I'; et O devient donc le centre O, du cercle T7.
De méme, quand A, tend vers P, O tend vers le centre O; de I3.

On cherche donc a montrer que O, O, O, et Q sont cocycliques. Il faut naturellement
travailler avec des angles orientés, mais on se passera (exercice...).

Notons M; et M, les milieux respectifs de [A;1Q] et [A,Q]. En utilisant les angles droits dus
aux médiatrices, M, O, M, et Q sont cocycliques, d’ot1t 0;00; = 180° — A1 QA,.

Or, la similitude de centre Q qui envoie A; sur A, envoie O; sur O, (d’apres par exemple
le théoreme 3.44 appliqué a (A1, B1) — (Ay, By)). D'ott A;QA; = 01Q0,, ce dont on déduit
0100, =180° — 01;QO0, et la conclusion par le théoreme de 1’angle inscrit.

Solution de I'exercice 5 1l est naturel pour obtenir des angles droits de considérer les milieux M
et N de [AC] et [BD].
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On considére la similitude de centre Q qui envoie A sur B et C sur D. Elle envoie le segment
[AC] sur le segment [BD] et en particulier M sur N. En utilisant le théoreme 3.44 avec les
couples (A,M) — (B,N), M, N, P et Q sont cocycliques. Or, en utilisant 1’angle droit des
médiatrices, il et clair que M, N, P et O sont cocycliques.

D’ou finalement M, N, P Q et O cocycliques et O/(TP = 90° par le théoreme de I'angle
inscrit.

Solution de l'exercice 6

a) Q est le centre de la similitude p envoyant B sur D et E sur C. Comme BE = CD, son
facteur de dilatation est 1 i.e. c’est une rotation. En particulier, en appelant Q; et Q; les
projections de Q sur (AB) et (CD), comme p envoie Q; sur Qz, QQ1 = QQy, i.e. Q est sur
la bissectrice (le lecteur attentif remarquera qu’il faut vérifier que c’est bien la bissectrice
intérieure, ce qui se fait facilement par un argument de continuité en regardant le cas
extrémal).

b) On remarque dans un premier temps que p envoie K sur L. En particulier, QK = QL,
d’our également RK = RL. De plus, 'angle de la rotation est K/Q\I_ mais est également, la
droite (EB) étant envoyé sur la droite (CD), I'angle entre les droites (BA) et (CA). En
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particulier, A, K, Q et L sont cocycliques d’apres le théoréeme de ’angle inscrit. Comme
il est également clair que K, Q, L et R sont cocycliques, K, Q, L, A et R sont cocycliques.
Le but de I'exercice est donc de montrer que R est le centre de la similitude envoyant K
sur L et B sur C. Soit R’ le centre de cette similitude. R’ comme R est sur le cercle circons-
crit a KQL. De plus, comme KB = LC, cette similitude est une rotation, d’ot;, comme
pour R, R’K = R’L. Ainsi, R et R’ font partie des deux points d’intersection de la média-
trice de [KL] et du cercle circonscrit & KAL et un argument fumeux de positionnement
(le lecteur pointilleux remarquera que c’est formalisable sans trop de difficulté) montre
que c’est en fait les mémes. D’ot1 la conclusion.

Solution de l'exercice 7

On a visiblement de nombreuses similitudes naturelles dans cette figure et qui dit simi-
litudes dit triangles semblables. Apres étude de quelques figures, il semble que I'on puisse
montrer que C;AB ~ CB3As.

Effectivement, A/C;B = Bg,/C\Ag, d’apres le théoréeme de 1’angle inscrit. Comme Aj et Bj
sont plutot défini en termes de longueur, on cherche également a démontrer que CB3/CA;3 =
CoA/C,B. Or, le rapport de dilatation de la similitude de centre C, envoyant B sur A et A; sur
B; vaut selon la manieére de le calculer C;A/C,B ou AB;/BA; qui vaut exactement CB3;/CA;.
On a donc bien C,AB ~ CB3A;. Cycliquement, on sait que A;BC ~ AC3B3 et B,CA ~ BA;Cs.

On connait maintenant trés bien tous les angles. Philosophiquement, on sait donc qu’il
suffit de faire une chasse aux angles. Effectivement :

B,A,C, = B,AC, =BAC,+ B,AC — BAC
— A3B3C + BC3A3 — BAC = B3A;Cs.

D’oui la conclusion en raisonnant cycliquement.

Solution de l'exercice 8
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On se rend immédiatement compte qu’il existe une similitude de centre A qui envoie B
sur C, C sur D puis D sur E.

Donc, d’apres le théoréme 3.44 appliqué au couple de point (B,D) — (C,E), A est sur
le cercle circonscrit 7 a PBC et I; a PDE. Icdi, I’exercice commence a avoir bien la téte d'un
exercice d’Igor, on essaye donc de montrer que I} est tangent a (CD). Or c’est vrai d’apres la
récriproque du théoreme de l'angle inscrit comme BAC = DCA. De méme, comme DEA =
180° — EAD — EDA = 180° — CAD — ACD = CDA, T} est également tangent a (CD).

Finalement, en notant M = (AP) N (CD), M est sur I'axe radical de I et I, et on peut donc
écrire MC? = Pr, (M) = P, (M) = MD? et la conclusion.

Solution de l'exercice 9

On a clairement une rotation (donc une similitude) de centre le centre du cercle O qui
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envoie A sur B, Csur D et E sur F.

En utilisant le théoréme 3.44 sur le couple (A,C) — (B,D), A, B, Z et O sont cocycliques.
Or, de méme, en I'utilisant sur le couple (A, E) — (B, F), A, B, Y et O sont cocycliques.

Ainsi, A, B, Z, O, Y sont cocycliques, et de la méme maniere également C, Z, O, X, D et E,
X,0,Y,F

Encore une fois, philosophiquement parlant, avec tant de cercles on connait tous les angles,
donc une simple chasse aux angles devrait suffire pour terminer. Effectivement :

ZXY = ZXO +OXY

— ODZ+ OFY

— ODB + OFB

— OBD + OBF
DBF.

On conclut cycliquement.

Solution de l'exercice 10

P =P,

On considere ¢p la similitude de centre B qui envoie P; sur P; et I sur I;. De méme, on
considere ¢p la similitude de centre D qui envoie P, sur P; et I sur I5. on définit de maniere

similaire ¢, da, dc et P.

Onnote ® = ¢pg o dc o P10 dro dp o pg. On a alors P; = O(P;). Or, I'angle de rotation de
O vaut (BO1,B02) + (DOz,DOQ,) + (FO3, FO1) + (AO1, AOz) + (COz, COg) + (EO3, EO1) =0
en éliminant les termes correspondants (voir figure). De méme, le facteur de dilatation de ©
vaut ro/11 - 13/T0 - 71 /T3 - T /71 - T3/Tp - 11 /13 = 1.

@ est donc l'identité, d’ot la conclusion.

3 TD de géométrie : barycentres

- Barycentres -
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Soient ABC un triangle et («, 3,v) un triplet de réels tels que « + 3 + v # 0.
Définition 3.47. Le barycentre des points pondérés (A, ), (B, B) et (C,v) est I'unique point G

tel que . .
«GA + BGB +yGC = 0.

Pour vous représenter physiquement le barycentre, imaginez que le triangle ABC est un
mobile et que I'on a accroché un poids de o« grammes au point A, un poids de 3 grammes en
B et un de y grammes en C. Le point G est le point par lequel il faut tenir le mobile pour que
tout soit en équilibre.

Pour construire ce barycentre, et pour vérifier qu’il est bien unique, on utilise la condition
suivante :

Proposition 3.48. Soit O un point quelconque du plan, alors

06— % OA+—P oG Y o¢
x+pB+vy x+pB+vy x+pR+vy

Pour démontrer cette proposition, il suffit de remplacer OA par oG + ﬁ, pareil pour les
deux autres, et d’utiliser la définition.

Faisons une pause un instant pour regarder le barycentre de 2 points : soit G le barycentre
des points (A, «) et (B, ). En utilisant la proposition avec A a la place de O, on trouve

AC= P AB.
x+

Le point G est donc le point de la droite (AB) tel que AG = P AB. En particulier, 45 = £.

A
GB
Je souligne cette identité puisqu’elle sera tres importante par la suite.
- Coordonnées barycentriques -

Soit ABC un triangle fixé.

Définition 3.49. Pour tout point G du plan on peut associer un triplet de réels (o, 3,7v) tel que
G soit le barycentre de (A, ), (B, 3) et (C,v). On appelle ce triplet les coordonnées barycen-
triques de G, et il est unique a un coefficient multiplicatif pres.

Pour montrer cette propriété, on utilise I'existence et 'unicité de coordonnées du point G

dans le repere (A, ﬁ, AC ), et on utilise la premiere propriété des barycentres.

Comme on peut multiplier les triplets par un coefficient multiplicatif quelconque, on met
a part triplet particulier qui vérifie « + 3 +vy = 1 : on I’appelle les coordonées barycentriques
homogenes de G.

Discutons un peu un des avantages des coordonnées barycentriques : dans ce systeme, on
aA:(1,0,0),B:(0,1,0) et C:(0,0,1), ce qui est tres facile a retenir.

De plus les droites ont des équations d"une forme facile a retenir : un point G de coordon-
nées barycentriques («, 3,v) apparient a une droite d ssi

ux+vp +wy =0,

ol (u,v,w) est un triplet de réels particulier a d, unique a coefficient multiplicatif pres. Pour
la démonstration, allez voir 1'exercice 3 plus bas.
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- Associativité des barycentres -

Une propriété tres pratique des barycentres est la suivante :

Proposition 3.50 (associativité des barycentres). Soit P : (ap, Bp,vr) et Q : (xq,Bq, Vo). Soit
G le barycentre de (P,A), (Q, ), alors G est le barycentre de

(AJ\ o R —— )
op + Bp+vp xg +PBo +vq

(B,)\ Bp " Bo >’
oap + Bp +vp xg +Po +vQ

(C,?\ Yp fu YQ )
xp + Bp+vp xq +Bq +7vao

Cette propriété est un peu dure a utiliser sous cette forme, mais permet de construire plus
facilement le barycentre de 3 points. Soit G : (e, 3,v). On introduit M le barycentre de (B, 3)
et (C,v), alors G est le barycentre de (A, «) et (M, 3 + v). Pour le construire, on place d’abord
le point M sur (BC) tel que BM = 51=BC, puis on place G sur AM tel que AG = (xﬁiAM.

Maintenant si on fait le raisonnement a I'envers : soit G : («, 3,v) et soit M le point d’in-
tersection de AG avec BC. Alors M est le barycentre de (B, 3) et (C,v), et % = %

- Théoréme de Ceva -

A

Théoreéme 3.51 (Ceva). Soit ABC un triangle et P, Q, et R des points de BC, AC et AB respec-
tivement. Les droites AP, BQ et CR sont concourantes ssi

NB. Ici, et dans toute cette partie, les longueurs sont algébriques.

La démonstration utilise la section précédente. Supposons que les trois droites se coupent
au point G de coordonnées barycentriques («, 3,v). Comme P est le point d’intersection de

AG avec BC, cela signifie que P est le barycentre de (B, 3) et (C,v), et E—E = % De méme

CQ _ x x4 AR _ B
QA—yetRB—o‘,e’c
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Pour montrer la réciproque, supposons que le produit est égal a 1, et notons G le point

d’intersection de AP et BQ, et («, B,v) ses coordonnées. On en déduit que 5% = ¥ et £Q _ «

pC — B t0oA T ¥
Ensuite, comme E—E . % . % =1, % = %, et R est bien le point d’intersection de CG avec AB.

Il est aussi possible de montrer le théoréme de Ménélaiis grace aux coordonnées barycen-
triques :

Théoreme 3.52 (Ménélaiis). Soit ABC un triangle et P, Q, et R des points de BC, AC et AB
respectivement. Les P, Q et R sont alignés ssi

Remarque 3.53. Pour déterminer le signe de £&, on dit que si BP et PC sont de sens différents
(ie si P est a I'extérieur du segment [BC]), alors le quotient est négatif.

La démonstration du théoreme fait 1’objet de 1’exercice 6.
- Exercices -

Dans tous les exercices, ABC est un triangle, BC = a, AC = b et AB = c. J'utiliserai la
notation [ABC] pour l'aire du triangle ABC.
Exercice 1 Utilisez Ceva pour montrer que les médianes sont concourantes et exprimer les
coordonnées barycentriques de G. Idem pour les bissectrices et I et les hauteurs et H.

Exercice 2 (Point de Gergonne) Soient P, Q, R les points de contact du cercle inscrit avec les
trois cotés. Montrer que AP, BQ et CR sont concourantes. Trouver les coordonnées barycen-
triques du point d’intersection.

Soit P’ le point de contact du cercle exinscrit en A avec BC, Q’ le point de contact du cercle
exinscrit en B avec AC et R’ le point de contact du cercle exinscrit en C avec AB etc. Montrer
que AP/, BQ’ et CR’ gont concourantes. Trouver les coordonnées barycentriques du point
d’intersection.

Exercice 3 En coordonnées barycentriques, calculer 1'équation d'une droite passant par A,
d’une droite quelconque.
(x) Calculer I’équation d"un cercle, puis celle du cercle circonscrit a ABC en particulier.
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Exercice 4 Montrez Ceva trigonométrique : Soit ABC un triangle et P, Q, et R des points de
BC, AC et AB respectivement. Les droites AP, BQ et CR sont concourantes ssi

sin(B/A\P) sin(C/B\Q) sin(A/C\R) _q

sin(PAC) sin(QBA) sin(RCB)

Exercice 5 Soit P un point a l'intérieur du triangle. Montrer que P a pour coordonnées bary-
centriques ([BPC], [PCA], [PAB]).

Exercice 6 Utilisez les coordonnées barycentriques pour montrer le théoréme de Ménélaiis :
Soit ABC un triangle et P, Q et R des points de BC, AC et AB respectivement. Les points P, Q, R
sont alignés ssi

Exercice 7 Soit d une droite passant par A. La conjuguée isogonale de d est la symétrique de
d par rapport a la bissectrice de A. Montrer que trois droites passant par A, B et C respecti-
vement sont concourantes ssi leurs conjuguées isogonales (par rapport a A, B, C respective-
ment) sont concourantes. Si le point d’intersection des isogonales a pour coordonnées bary-
centriques («, 3,v), quelles sont les coordonnées barycentriques du point d’intersection des
trois droites initiales ?

Exercice 8 Soit ABCDEF un hexagone régulier, M un point de la diagonale AC et N un point
de CE tels que

AM CN

E = E =T.
Que dire de r si B, M et N sont alignés ?

Exercice 9 Soit ABC un triangle et O un point a l'intérieur. On trace les droites AO,BO, CO
qui coupent le triangle en 6 :

Montrer que l'aire noire est égale a 1’aire blanche ssi O est sur une médiane.

Exercice 10 Soit ABC un triangle et P, Q, R les pieds des bissectrices. Montrer que si B, P, Q, R
sont cocycliques, alors
b a c

= + .
a+c b+c a+b
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- Solutions des exercices -

Solution de I'exercice 1 La démonstration pour G est facileet G : (1,1,1). Occupons-nous de I :

A

B Ha 1, C

Utilisons la loi des sinus dans le triangle BAIA :

BI I 2
AN A A donc Bls = AIA—Sm(A/ )
sin(BAIn) sin(B) sin(B)

De méme :

B sin( /)
IAC—AIA—(C\) .

Bl  sin(C)
InC  sin(B)
Bln Clg Alc sin(C) sin(A) sin(B)
InC IgA IcB sin(g) sin(é) sin(/?\)
Donc les trois bissectrices sont bien concourantes. Maintenant pour les coordonnées barycen-
triques. Par les propriétés du barycentre, si I : («, 3,7v), et que IA estl'intersection de Al avec
BC, alors 15 est le barycentre de (B,p) et (C,v), et donc BIA = Y . Essayons de trouver des

. Le triplet (sm(A) sm(B), sm(C)) marche :

sm

. gy
poids qui vérifient §

~

I:(sin(A), sin(ﬁ), sin((AZ)).

a _ b o c . g .
T mE T donc on peut aussi utiliser le triplet

Par la loi des sinus,

I:(a,b,c).

L’intersection des hauteurs se fait de la méme maniere, j’en laisse 1’exercice au lecteur. Les
coordonnées barycentriques de H sont

H : (tan(A), tan(B), tan(C)).

Solution de I'exercice 2 Commencgons par la figure :
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Faisons le cercle inscrit en premier. Par les propriétés des bissectrices, AQ = AR (si vous
voulez vous en convaincre, regardez les triangles AIQ et AIR : ce sont deux triangles rec-
tangles qui ont I'hypothénuse en commun et IQ = IR), et de méme cycliquement. Notons
x=AQ =AR,y=BP =BRetz=CP =CQ.

Comme dans 1'exo précédent, on trouve que les coordonnées barycentriques du point d’inter-

section sont (%, ﬁ, %) Essayons d’exprimer x,y et z de fagon plus satisfaisante. On sait que
a=y+z b=x+zetc=x+y.llestfacile d’en déduire les formules suivantes :
— b+c—a  a+c—b . at+b—c
T2 YT T T T

Attaquons nous maintenant aux cercles exinscrits. Je note D et E les points de contact
du cercle exinscrit en A avec AB et AC respectivement. Comme dans la partie précédente,
BD = BP’ et CP’ = CE et AD = AE. On a les équations suivantes :

x+y+BP' =x+2z+CP' et BP"+CP'=BC=y+z.
On en déduit facilement que BP’ = z et CP’ = y. La fin de la preuve est facile, AP/, BQ’ et CR’
sont concourantes, le point d’intersection a pour coordonnées barycentriques (x,y, z).

Solution de I'exercice 3 Prenons une droite d qui passe par A, et soit P l'intersection de cette
droite avec BC. Soient v et w des poids tels que P soit le barycentre de (B,v) et (C,w). Un
point de coordonnées barycentriques («, 3,7v) est sur la droite d ssi

BP
%:%:%} ssi Pw —vyv=0.
Pour une droite quelconque, prenons P et Q deux points de la droite de coordonnées ba-
rycentriques homogenes (x1,Y1,z1) et (X2, Y, 22). Un point M : («, 3,7y) est sur la droite PQ ssi
il existe deux réels A et p tels que M soit le barycentre de (P, A) et (Q, ).

M : (Ax1 + uxa, AY1 + Hyo, Azy + 1zs).
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Je vais un peu tricher et utiliser des propriétés d’algebre linéaire que vous verrez en prepa.
L’équation précédente veut dire que le vecteur («, 3,y) est combinaison linéaire des deux
vecteurs (x1,Y1,21) et (X2, Yz, 22), ce qui est équivalent a

X1 X2 &
det Y1 Y2 B =0
Z1 Zn Y

ce qui revient a 'équation suivante :
(Y122 — z1y2) e + (z1x2 — x122) B + (x1y2 — yaixa)y = 0.
Donc les droites en coordonnées barycentriques ont une équation du type :
ux+vp +wy=0,

pour un triplet de réels (u, v, w) unique a un coefficient multiplicatif pres.
En ce qui concerne les cercles, c’est un cauchemar. L'équation est de la forme

—aBy — by — P + (war+ v +wy)(a+ B +Y) =0,
pour un triplet de réels (u, v, w) unique.
Solution de 'exercice 4 Appliquons la loi des sinus dans les triangles BAP et PAC :
BP AP PC AP

— = — et — = —.
sin(BAP) sin(B) sin(PAC) sin(C)

BP sin(B/A\P) sin((AZ)

PC sin(PA/\C) sin(B)

Le théoreme de Ceva classique est donc equivalent au théoréme de Ceva trigonométrique.

Solution de I’exercice 5 Soit P un point de coordonnées barycentriques («, 3,v). Je veux mon-
trer que le triplet ([BPC], [PCA], [PAB]) est aussi un jeu de coordonnées barycentriques de P,
c’est-a-dire que les deux triplets sont proportionneles I'un a I’autre. Montrons que

[od [BPC] [BPC]

o«+PB+vy [BPCl+[PCA]+[PAB] [ABC]

les deux autres équations se font de la méme maniére.

A

Q
4%
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On note D l'intersection de AP avec BC, et on note ¢ 1’angle ADC. D’apres les propriétés
des barycentres, P est le barycentre de (A, «) et (D, 3 +v) et

PD o
AD  x+B+vy

Maintenant calculons les deux aires qui nous intéressent :

[PBC] = %BC -PHp = %BC -PDsin(¢) et [ABC] = %BC - ADsin( ).

En faisant le quotient de ces deux égalités on trouve le résultat voulu.

P: ([BPC], [PCA], [PAB]).

Solution de I’exercice 6 Nous allons utiliser le résultat de 1’exo 3 qui dit que les droites ont pour
équation ux + vp + wy = 0. Faisons le premier sens : on suppose que les trois points sont
alignés, et soit ux + v + wy = 0 I'équation de cette droite. Soit (otp, Bp,yp) un triplet de
coordonnées barycentriques de P. Comme P est sur BC, ap = 0, et comme P est sur la droite
qui passe par P, Q, R, v3p + wyp = 0. Le point P est le barycentre de (B, 35) et (C,vyp), donc

BP_'yp_—v

%_BP_W.

On trouve de méme

__ . =< S A G
PC QA RB w u v
Pour faire I'autre sens, on suppose b¢ - g% - &% = —1. Soit d la droite PQ d’équation

ux +vp +wy = 0. Comme P et Q sont sur la droite, on peut utiliser le méme raisonnement

qu’avant pour montrer
BP  —v ot CQ —w
PC  w QA  u’

On utilise ensuite 1'égalité 25 - (%i - &% = —1 pour montrer que
AR  —u
RB v’

et il est facile de vérifier ensuite que R est bien sur la droite.

Solution de l'exercice 7 La démonstration est quasi immédiate avec Ceva trigonométrique. Si
un point a pour coordonnées barycentriques («, 3,v), alors son conjugué isogonal a pour
a2 b2 2

coordonnées (—, ,—).
x’ B’y

Solution de I'exercice 8§ Commencgons par faire la figure, en rajoutant G le point d’intersection
de AC et BE (par les symétries de 'hexagone, G est le milieu de AC):

109



Chapitre I1. Premiére période 3. Groupe C : géométrie

Considérons le triangle CEG : les points M, N et B sont sur GC, CE et EG respectivement,
et sont alignés, nous pouvons donc utiliser Ménélaiis :

MC NE BG

Calculons les trois quotients :

B B 1 GM  (r—1/2)AC, 2r—1
GM =AM —-AG =rAC 2AC donc MC ~ (1_rAC )_2—21”'

CN_  CE T

NE CE—rCE 1-—7
Pour le dernier quotient on va calculer EB et BG en utilisant les propriétés de I'’hexagone
régulier. Soit ¢ la longueur du c6té de 1'hexagone, EB est une grande diagonale et mesure 2c
(on divise ’hexagone en 6 triangles equilatéraux et ¢a saute aux yeux), et BG = c¢/2 (AG est
l'axe de symétrie de I'un des petits triangles equilatéraux), =2 = —4. Donc r vérifie '’équation

’ BG
suivante
—4. 2r o= -1
ssi (21‘—1) = (1—71)?
ssi 472 —2r = 12 —-2r+1
ssi ro= £

3
Le réel r vaut soit v/33, soit —/3 /3.

Solution de l'exercice 9 Soit (x, 3,7v) les coordonnées barycentriques de O et P, Q, R les points
d’intersection respectifs de AO et BC, BO et AC, CO et AB. On veut trouver une condition
nécessaire et suffisante pour que 1’aire noire soit la moitié de l'aire totale. Vérifiez que les deux
conditions ci dessous sont bien équivalentes :

[AOQ] + [BOR] + [COP] = %[ABC]

ssi [APC] + [BQA] + [CRB] = g[ABC].

Exprimons ces aires en fonction de «, {3 et y. Soit ha la longueur de la hauteur issue de A,
1 1
[ABC] = EBC -ha et [APC] = EPC -ha.
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[APC] PC

_ B
[ABC]  BC B+vy
Ainsi aire noire est égale a 1’aire blanche ssi

B Y o 3
+ + = .
B+y v+oa «a+p 2

Il faut montrer que ceci est équivalent a “O est sur une médiane”. Montrons le premier
sens. Supposons que O soit sur une médiane, disons la médiane de AB, cela veut dire que

x = f3.
§ Y 08 x 8%

+ + - + +o— =
B+y v+oa a+p oa+v a+vy 2

3
-

Maintenant attaquons nous au deuxieéme sens : on suppose que «, 3,y vérifient

3

b v« 3
B+y v+oa oa+p 2
0

3 1 Y 1 o 1 _
(—mfﬁ)*(wa‘i)*(m‘z) -
Poy yoa amb
B+y v+a oa+p

On peut supposer que « > 3 > 7y (ici je vous truande un peu, je vous laisse chercher pourquoi

je suis un truand, et pourquoi ¢ga marche quand méme). L'équation devient
a—6+6—v:a—v
x+B By aty

Mais ceci ressemble a une équation de convexité (un peu cachée). Soient

1 _ _
fx) =4, x=a+B y=p+yr=P 1 pA=PY
X ox—y

L’équation que 1'on a trouvée se réecrit ainsi :

Af(x) + (1 =ANf(y) =f(Ax+ (1 —A)y).

x—vy

Mais la fonction f(x) = 1/x est strictement convexe sur R+, donc cette égalité n’a lieu que si
A =0,A=1oux =uy. Ces trois cas correspondent a « = 3, p =y et x =y, donc seulement si

O est sur une médiane.

Solution de I'exercice 10 Nous avons vu dans 1’exo 1 que le centre du cercle cercle inscrit avait
pour coordonnées barycentriques (a, b, c), on peut donc facilement en déduire les coordon-
nées barycentriques des points de la figure :P : (0,b,c), Q : (a,0,c), R: (a,b,0). On regarde le
cercle qui passe par B, P, Q et R. Dans I'exo 3 je vous ai dit qu'un cercle avait pour équation

—a?By — b2 yo —c2af + (ux +vp +wy)(ax+p +v) =0.

I ne reste plus qu’a déterminer le triplet (u, v, w). Comme le cercle passe par B : (0,1,0), on
vérifie facilement que v = 0. On utilise le fait que P et R sont sur le cercle pour montrer que

cZb ot v a?b
a+b b4
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Ensuite on utilise le fait que Q est sur le cercle pour montrer que

bZac a c b

ua +we = donc + = .
C a+b b+c a+c
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4 Groupe D: arithmétique

1 Cours d’arithmétique : structure de Z/nZ

Le but de cette séance est de vous introduire au point du vue moderne sur 'arithmétique,
issu de l'algebre. Rien de ceci n’est officiellement au programme des olympiades, pourtant
une bonne connaissance de cette théorie permet de mieux comprendre ce qui se passe, et de
prouver quelques résultats tres puissants.

-Z/MZ -

Soit n > 2 un entier naturel. Quelle est précisement la nature de la formule a = b
(mod n)? Ce n’est pas une vraie égalité : cela veut dire qu’il existe une certaine relation
d’équivalence, la relation de congruence, pour laquelle a et b sont en relation. Maintenant, si
a=Db (mod n)etc=d (mod n), onsaitbien que a+c =b+d (mod n), et de méme avec la
multiplication. Ainsi, cette relation possede en fait des propriétés tout a fait similaires a 1’éga-
lité, et on aimerait bien dire que « on peut additionner et multiplier les modulo », mais cette
phrase n’a aucun sens mathématique. Pour lui donner du sens, on aimerait bien la « transfor-
mer » en une véritable égalité, en « faisant de deux entiers congrus modulo n un seul et méme
nombre ».

Six est un entier, on appelle classe d’équivalence de x modulo n I’ensemble des entiers congrus
a x modulo n. On note X la classe de x. Attention, si x = y mod n, alors X et § sont deux
notations pour un seul et méme objet. On obtient exactement n classes d’équivalence : 0, 1,
..,m— 1, et on note Z/nZ l'ensemble de ces classes d’équivalence. On munit Z/nZ de deux
opérations + et X en posant X + Yy = x+y et X x y = x x y. Il y a une subtilité : il faut
prouver que ces opérations sont bien définies, c’est-a-dire que les résultats de ces opérations
ne dépendent pas des choix des représentants x et y de X et y, par exemple pour +, que si
X =x'aty =y’, alors x +y = x’ +y’ : est une simple reformulation du fait que la relation
de congruence est compatible avec les opérations.

La construction de Z/nZ peut paraitre conceptuellement difficile la premiere fois qu’on
la voit, mais en fait, la manipulation de cet ensemble est tres simple en pratique : écrire
X + Y = Zz est rigoureusement équivalent a écrire x +y = z (mod n), par exemple. Pour
passer d’une écriture a 1’autre, on enleve les barres et on remplace 'égalité par une relation
de congruence. Mais 1"énorme avantage conceptuel de l'utilisation de Z/nZ est, dans le cas
de Z/5Z par exemple, le fait que 2 et 7 sont un seul et méme nombre, et non plus simplement
congrus. De plus, Z/nZ possede une certaine structure algébrique, qui nous permet de réali-
ser toutes nos opérations en restant a l'intérieur de Z/nZ, et donc sans avoir a repasser par les
entiers.

L’ensemble Z/nZ est donc muni de deux opérations, une addition et une multiplication,
toutes deux commutatives et associatives, et telles que
— Laloi + admet un élément neutre, 0, tel que pour tout x € Z/nZ, x + 0=
— Tout élément x de Z/nZ admet un opposé noté —x, tel que x + (—x) =
unique).
— x estdistributive sur + ((x +y) x z=x X z+ 1y X 2),
— Laloi x admet un élément neutre, 1, tel que pour tout x € Z/nZ\ {0}, x x 1 = x.

X,
0 (celui-ci est
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En algebre, on appelle un tel ensemble un anneau (commutatif). Les anneaux sont fondamen-
taux, car ils apparaissent dans bien des domaines, et les mathématiciens ont donc développé
une théorie générale traitant de ce type d’objets. Je n’en dirai pas plus pour l'instant.

-7./pZ -

On commence cette section par un rappel :

Proposition 4.1. On dit que a € Z/nZ est inversible s’il existe b € Z/nZ, appelé l'inverse de a
etnoté a~!, tel que a x b = 1. Les inversibles de Z/nZ sont exactement les k, ot k est un entier
premier avec 1.

Démonstration. C’est une reformulation du théoréme de Bézout, en effet on a les équivalences
suivantes.

Il existe b € Z tel que ab =1 mod n
& ilexisteb € Zetk € Ztelsque ab =kn +1
& a est premier avec n. O

Dans toute la suite, p désignera un nombre premier. On a ainsi que tous les éléments de
Z./pZ autres que 0 sont inversibles. On appelle corps un anneau vérifiant cette propriété. Dans
un corps, on dispose donc d'une opération fondamentale qui n’existe pas dans les anneaux :
la division. Ainsi, les corps sont des objets algébriques beaucoup plus riches. Par exemple,
la théorie des polynomes fonctionne tres bien sur les corps, et nous allons donc étudier les
polynomes a coefficients dans Z/pZ. Noter que de tels polyndmes seraient délicats a définir
sans l'introduction de Z/pZ.

Lemme 4.2. Soient a et b dans Z/pZ \ {0}, alors a x b est dans Z/pZ \ {0}.

Démonstration. Si on avait a x b = 0, en multipliant par a~! et b—! on obtiendrait 1 = 0, c’est
absurde. O

Ce lemme facile nous permet de définir une notion satisfaisante de degré sur Z/pZ [X],
I'ensemble des polyndmes a coefficients dans Z/pZ. En effet, si P et Q ont pour termes domi-
nants a - X* et b - X!, alors ab - X**! sera non nul, et sera le terme dominant de P - Q. Nous
sommes maintenant en mesure de prouver :

Proposition 4.3. Il y a une notion de division euclidienne sur Z/pZ[X] : soient A et B dans
Z/pZ [X] avec B non nul, alors il existe un unique couple (Q, R) de polyndémes de Z/pZ [X] tels
que A = Q - B+ R, avec deg(R) < deg(B).

Démonstration. La preuve est la méme que dans R [X]. Pour 'unicité, soit (Q’, R’) un deuxiéme
tel couple, alors B - (Q — Q') =R’ — R, puis Q = Q' en examinant les degrés.

Pour I'existence, on vérifie que 1’algorithme usuel fonctionne, car le coefficient dominant
de B est inversible. Par exemple, pour diviser A =5-X*+2-X?+5-XparB=3-X?+6-X+2
dans Z/7Z, on commence par retrancher 5.3 '.X-Ba A, le coefficient dominant de Q doit
donc étre 5.3 ' .X=5.5.X=4-X.Ilreste A—4- X:B =6-X?+4 - X. On retranche donc
6-3 - B.Aufinal, on obtient A=Q-B+RavecQ=4-X+2etR=6-X+3. O
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Corollaire 4.4. Soit P dans Z/pZ [X], et a une racine de P. Alors P est divisible par (X — a), i.e.
il existe Q dans Z/pZ [X] tel que P = (X — a) - Q.

Démonstration. Soit P = (X—a) - Q + R la division euclidienne de P par (X — a). Alors R est de
degré inférieur strictement a 1, donc constant, et I'évaluation de I'expression précédente en a
nous donne R = 0. O

Corollaire 4.5. Un polynome de degré n dans Z/pZ [X] a au plus n racines.

Démonstration. Soit P de degré n dans Z/pZ [X]. Supposons qu’il admette n racines a;, as, ...,
an. D’apreés le corollaire précédent, il existe une constante ¢ non nulle tel que

Soit alors a une racine de P. On a

O=c - (a—ay),
et, d’apres le lemme, un des (a — a;) est nul, donc a est I'un des a;. ]

Soit a dans Z/pZ, en appliquant cela au polyndéme X*—a, on obtient un résultat important :
a a au plus k racines k-iemes ! Voici un exemple d’application.

Proposition 4.6. Soit a dans Z/pZ \ {0} . Alors a est un carré si et seulement si
=1
az =1.

Démonstration. Tout d’abord, si a est un carré différent de 0, on écrit a = x2, et alors a(P~1)/2 =
xP~1 = 1 par théoréme de Fermat. De plus, par ce que 'on vient de voir, il y a au plus 2
solutions & l'équation a/P~1/2 = 1. Or, il y a au moins 2 carrés dans Z/pZ \ {0}! En effet,
un nombre ayant au plus 2 racines carrées, il y a au moins Pz;l carrés parmi la liste T,2,..,
P— 1 [

Ainsi, par exemple, —1 est un carré modulo p si et seulement si p est congru a 1 modulo 4.
Un petit lemme souvent bien pratique.

- 7ML -

Passons a une étude plus poussée de 'opération la plus intéressante dans Z/nZ : la mul-
tiplication. Seulement, cette multiplication possede quelques propriétés pénibles, comme le
fait que le produit de deux éléments non nuls puisse étre nul, qui empéchent de dire grand
chose d’intéressant. Ainsi, il est naturel de restreindre notre étude a I’ensemble des éléments
inversibles de Z/nZ, que l'on notera Z/nZ*. Algébriquement, cet ensemble est muni d"une
opération, la multiplication, qui posséde un élément neutre 1, et chaque élément possede un
inverse. Un tel ensemble s’appelle un groupe, une structure mathématique tres importante.
Un autre exemple de groupe est Z/nZ tout entier, muni de son addition. Nous prouverons
plus loin que dans certains cas ces groupes ont en fait une structure tres proche.

J'insiste sur ces questions de structure, car elles sont fondamentales. Selon les ensembles
ou les opérations intervenant dans un probleme donné, le cadre naturel dans lequel se place
le probléme change. Ainsi, un probleme ne faisant intervenir que des multiplications modulo
n «vit» dans Z/nZ*, et les outils que 1’on peut utiliser pour aborder le probléme seront ceux
de la théorie des groupes, qui sont trés différents de ceux de la théorie des corps par exemple.

Commengons par un rappel : la forme générale du petit théoreme de Fermat.
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Théoréme 4.7. Soit a dans Z/nZ*. Alors a® = 1. (On rappelle que ¢ désigne l'indicatrice
d’Euler, et que @(n) est le nombre d’entiers inférieurs a n et premiers avec n, qui est aussi le
cardinal de Z/nZ*, d’apres notre reformulation du théoreme de Bézout).

Démonstration. L'idée est d’utiliser le fait que la multiplication par a est une bijection. Appe-
lons x1, X2, ..., X¢(n) les éléments de Z/nZ*. On a que

{X1/X2/ sy X(IJ(TL)} = {axll axz, ..., ax(b(n)}/

et on obtient donc le résultat en comparant le produit de tous les éléments de nos deux en-
sembles, puis en simplifiant par le produit de x;. O

Proposition 4.8. Soit x dans Z/nZ*. La suite (x*)y.¢cz est périodique. Appelons w(x) sa période.
Alors x! =1 & w(x)L.

Démonstration. La seule chose a prouver est la périodicité. Or la suite (x*)xen prend ses va-
leurs dans un ensemble fini, il existe donc par principe des tiroirs p < q tels que x? = x9, et
alors xP~9 =1, et la suite est p — q périodique. O

Attention, dans cette preuve p — q n’est pas nécessairement 'ordre de x. Calculer 'ordre
d’un élément x n’est pas un probleme facile : en général, il n’y a pas de méthode plus beaucoup
plus intelligente que le calcul des puissances de x. Introduire cet ordre peut pourtant s’avérer
trés fructueux. Il y a un cas particulierement agréable : si on dispose d'une relation de type
x! = 1: on saura alors que 'ordre divise a la fois 1 et ¢(n), ce qui peut permettre de le
déterminer.

- Z/pZ* -

Ftudier les ordres est plus agréable dans Z/pZ*, grace aux bonnes propriétes des poly-
ndmes de la forme X* — 1 montrées dans ma deuxiéme partie.

Définition 4.9. Un générateur de Z/nZ* est un élément x de Z/nZ* tel que la suite des puis-
sances de x recouvre tout Z/nZ*.

Théoréme 4.10. Pour tout p premier, Z/pZ posséde un générateur.

Pour prouver ce théoréme, il faut trouver un moyen de construire des éléments d’ordre
donnés. Je commence par un lemme allant dans ce sens. il est vrai de maniere générale sur
Z/nZ*, je I'’énonce donc dans ce cadre.

Lemme 4.11. Soient a et b dans Z/nZ* tels que w(a) A w(b) = 1. Alors w(ab) = w(a)w(b).

Démonstration. Tout d’abord, (ab)® (¥« (®) =1 donc w(ab)|w(a)w(b). Pour terminer, il suffit
de prouver que si k est tel que (ab)* = 1, alors k est multiple de w(a) et de w(b). Or, si

(ab)¥ = 1, en élevant a la puissance w(a) on trouve que b**(®) = 1, donc que w(b) divise
kw(a), donc w(b) divise k par lemme de Gauss. O
Lemme 4.12. Posons m := PPCM((w(x))xez/mz+). Alors il existe dans Z/nZ* un élément
d’ordre m.
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Démonstration. Décomposons m en facteurs premiers : m = p;'p,?...py~. Soit x; un élément
dont l'ordre est un multiple de p™* : w(xi) = kip; " (un tel x; existe par définition du PPCM).
Posons y; := x'. On vérifie que y; est d’ordre p* et, en utilisant de facon répétée notre lemme
précedent, le produit des y; est d’ordre m. [

Démonstration. 1l est temps de finir la preuve du théoréeme annoncé. Appliquons donc les
lemmes a Z/pZ*. Soit donc x un élément d’ordre m. On sait que p — 1 est multiple de tous
les ordres des éléments de Z/pZ*, il est donc multiple de leur PPCM : m, et donc m < p — 1.
Or, on sait que le polyndme X™ — 1 a au plus m racines, et que les p — 1 éléments de Z/pZ*
sont racines de ce polynome (car m est multiple de tous les ordres), donconap —1 < m, puis
p — 1 =m, et notre élément d’ordre m est notre générateur recherché. O

Que veut dire ce théoreme ? Choisissons x un générateur. Alors
Z)pZ* ={1,%,%*,...,xP 2}

La multiplication de telles puissances de x est tres facile : il suffit d’ajouter les exposants mo-
dulo p — 1. En fait, ce choix de x permet méme d’identifier (Z/(p — 1)Z,+) avec (Z/pZ*,x),
via la fonction k + x*. Ainsi, la structure multiplicative du groupe (Z/pZ*, x) n’est pas plus
compliquée que la structure additive du groupe (Z/(p — 1)Z, +). Attention, tout n’est pas si
rose, car trouver un générateur x n’est pas facile. Toutefois, 1'introduction d'un générateur
peut faire des miracles dans un probleme plutot théorique. Mentionnons, enfin, qu'il existe
des résultats plus généraux, plus difficiles, explicitant pour tout n la structure de Z/nZ*. En
particulier, on a :

Théoréme 4.13. Le groupe Z/nZ* posséde un générateur si et seulement si n vaut 2, 4, p* ou
2p¥, o1 p est un nombre premier plus grand que 3.

- Quelques exercices -

Exercice 1 Trouver tous les entiers n > 1 impairs tels que n divise 3™ + 1.

Exercice 2 Soit p un nombre premier. Trouver tous les entiers k tels que p divise 1*+2+.. .+
(p—1)

Exercice 3 Soit p un nombre premier impair. Prouver que si q est un diviseur premier de
xP71 4+ xP72 4 ...+ Talorsp = q oup divise q — 1.

Exercice 4 Combien y-a-t'il d’élements d’ordre k dans Z/pZ*?

Exercice 5 Trouver tous les p, q premiers tels que pq divise 2P 4 29.

- Solutions des exercices -

Solution de l'exercice 1 Soit n > 1 tel que n divise 3™ + 1. Une autre fagcon de le dire est que
3" = —1 (mod n), on est donc face a un probleme purement multiplicatif. On aimerait bien
utiliser le théoreme de Fermat, mais il est difficile a exploiter car on contrdle mal ¢(n). Soit
donc p un facteur premier de n, qui est impair. On a 3°™ = 1 (mod p). Soit w 'ordre de 3
modulo p. Alors w divise 2n. D’autre part, d’apres le petit théoréme de Fermat, 37! = 1
(mod p). Ainsi w divise p — 1. On en déduit que w divise PGCD(2n, p — 1). Si on impose de
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plus que p soit le plus petit facteur premier de n, alors nécessairement w = 1 ou 2 (car un
facteur premier de p — 1 ne peut pas diviser n par minimalité). Dans le premier cas de figure,
3=1 (mod p) et donc p = 2, ce qui est exclu. Dans le deuxiéme cas, 3> = 1 (mod p) et donc
p divise 8, ce qui est exclu également. On en déduit que n = 1.

Solution de I'exercice 2 La somme des puissances k-iemes va étre difficile 8 manipuler telle
quelle. L'idée est d’'introduire un générateur x de Z/pZ*. En effet,

142+ +(p—D=14+x+x¥.. +xP2* (mod p).

On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique. Ainsi, si (p — 1)|k, chaque terme

de la somme vaut 1, et la somme vaut p — 1 qui est non nul. Sinon, x* est différent de 1, x* — 1

x(P—Dk_1

est inversible, et la somme vaut *—;—

, qui est nul par théoreme de Fermat.

Solution de I'exercice 3 Un tel diviseur q divise x? —1 = (x — 1) (x?"' +xP72 4 ...+ 1) donc
l'ordre de x modulo q divise p premier. Si cet ordre est p, comme d’apres le théoreme de
Fermat il divise également q — 1, p divise q — 1. Si l'ordre est 1, pour tout k, x* =1 (mod q)
donc la somme des p termes : xP1 + xP72 + ..+ 1 = p (mod q) est divisible par q si et
seulement si q divise p, soit q = p.

Solution de I'exercice 4 Soit x un générateur de Z/pZ* (le résultat de 1’exercice implique I'exis-
tence d'un générateur, donc, a moins de vouloir tout reprouver, il faudra de toute fagon utiliser
ce résultat). Les éléments de Z/pZ* sont donc les x* avec k entre 0 et p — 2. Quel est 1'ordre
d’un tel x* ? C’est le plus petit a tel que ak soit multiple de p — 1, ’est donc ZEMPLE) 5y

K
trement dit p_1 - Soit donc d un diviseur de p — 1. L'élément x* est d’ordre %1 si et

PGCD(p—1,
seulement si PGCD(p — 1,k) = d, donc si k est de la forme «d avec « premier avec Pd;l. Ilya
d)(pd;l) tels k.

Deux remarques : la notion d’ordre fonctionne aussi dans (Z/nZ, +), I'ordre de x étant
le plus petit entier n tel que nx soit nul (ott nx est défini comme valant x +x + ... +x n
fois). Un raisonnement identique montre alors que, pour d divisant n, il y a ¢(d) éléments
d’ordre d (moralement, notre preuve consistait a, via le choix d'un générateur, se placer dans
(Z/(p—1)Z,+). On en déduit en comptant selon leur ordre les éléments de Z/nZ, la tres jolie,
et importante, identité combinatoire suivante :

$¢(n) = Zamd(d).

Solution de I'exercice 5 Remarquons tout d’abord que si p = 2, 2q divise 4 4 29 si et seulement
si soit q = 2, soit 2q divise 6, puisque, pour tout q impair, q divise 297 — 1, donc 2q divise
29 — 2. D’ou les solutions : (p,q) = (2,2),(2,3) ou (3,2). On supposera désormais p et q
impairs. Appelons w, et w4 les ordres de 2 modulo p et g respectivement. Supposons que p
divise 2P + 29, donc 2P~! + 291 (car 2 est inversible modulo p, on peut donc diviser par 2),
comme p divise 2P 1 — 1, p divise 297! + 1, donc p divise 22(4~1 — 1. Des lors, w,, divise p — 1
et 2(q — 1) mais ne divise pas q — 1. Appelons v, la valuation 2-adique. Le fait que w,, divise
p—1limplique que v;(w;,) < va(p—1), et le fait que w,, divise g —1 mais pas 2(q —1) implique
que v2(wy) = 14+v,(q—1) (pour vous en convaincre, regardez les décompositions en facteurs
premiers). Or, symétriquement, on a v,(wq) < vo2(q — 1), et donc vo(wy,) =1+ vy(q —1) >
Vo (wq). Symétriquement, vo(wq) > vo(wy ), c’est absurde.
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2 TD d’arithmétique
- Enoncés -

Exercice 1 Montrer qu’il n’existe pas d’entiers non nuls x, y, z tels que x* + y* = z*.
Exercice 2 Trouver tous les n € N* tels que n? | 2™ + 1.
Exercice 3 Trouver toutes les paires d’entiers strictement positifs telles que a® = b(®).

Exercice 4 Soit P un polynome non constant a coeficients entiers, montrer que I’ensemble E
des nombres premiers divisant P(n) pour au moins un n est infini.

- Solutions des exercices -

Solution de I'exercice 1 On montre en fait la propriété plus forte qu’il n’est pas possible d"avoir
xt+yt =22

Par I’absurde, on suppose que (x,y, z) est la solution de I’équation avec z> minimal. On a
alors que x Ay /A z = 1. D’aprés la forme générale des triplets pythagoriciens, on pose

x? =2mn (1)
y'=m’—n’ (2)
z=m?+4n? (3)
Avec m et n non nuls, premiers entre eux et de parité opposée. De méme, grace a (2), on a
m impair et n pair, donc on pose
m=u?+v
n =2uv

y =122

Avec u et v non nuls, premiers entre eux et de parité opposée. Donc (1) se réécrit

X* = duv(u® +1?)
Comme u, v et u? + v? sont deux a deux premiers entre eux, chacun est un carré. On note
u==%%v="{%etu’+v?> =13 Onaalors
$ypgt=2
et Z < x? < z, ce qui contredit la minimalité de la solution (x,y, z).

Solution de I'exercice 2 On constate que n est impair. n = 1 est solution. Si n > 1, on pose py le
plus petit diviseur premier de n. Soit w,,(2) 'ordre de 2 modulo p,. On a

Wp,(2) |21
Wpy(2) 1
wpo (2) | Po —1

119



Chapitre I1. Premiére période 4. Groupe D : arithmétique

Par minimalité de po, n est premier avec pg — 1, donc 2n A (py — 1) = 2, donc w,,,(2) | 2,
donc w,,(2) = 2. Donc py | (22 — 1) donc py = 3.

D’apres le théoréme LTE, v3(2™ + 1™) = v3(2 + 1) + v3(n), donc v3(n?) < 1+ v3(n), donc
v3(n) < 1, donc v3(n) = 1. On note n = 3m. On constate que m = 1 donne n = 3, qui est bien
solution.

Sinon, on pose p; le plus petit diviseur premier de m. m? | £ Donc

wWp, (8) | 2m
wp, (8) fm

wyp, (8) [p1—1

donc, comme précedemment, w,, (8) =2, donc p; | 63, doncp; =7.
11 suffit alors de constater que 7 { 8.
Les deux seules solutions sont doncn =1etn = 3.

Solution de l'exercice 3

Lemme 4.14. Si a® > b% alors b > aoub =2 ou b = 1. Dans le deuxiéme cas, on a de plus
a<4.

Démonstration.

lop

a

b > a > >
a’°>b* < bln(a) > aln(b) & In(b) = In(a)

. X . . .
La fonction f : x +— nx est strictement croissante pour x > e, et f(2) = f(4), ce qui conclut la
preuve. ]

Sia =1,alors b =1 et réciproquement. Par la suite, on suppose que a > 2etb > 2.

Ona (a?)® > a® = b(®), donc, d’apres le lemme, b > a? ou (b =2 et a® = 3) ou (b = 2 et
a? = 4). a®> = 3 est absurde, et (2,2) n’est pas solution.

Sib > a? et p est un nombre premier, on a b.v,(a) = a®.v,(b), donc v, (a) < vy, (b).

Donc a | b. On pose b = ac, on a alors a“® = (ac)(az), donc a®~® = ¢“. c® est entier, donc
c—a > 0.0Onadonc a® ¢ > (c — a)%, donc, comme précedemment, soit (c — a) < 2, soit
c—a>=a,doncalc.Sic—a=0,onretrouve la solution (1,1), et c — a € {1,2} abouti a une
absurdité.

On note donc ¢ = da. On a alors a4~V = (ad)® soit a%~2 = d. Cela implique d < 4.

d =2 donne 1 =0, ce qui est absurde.

d =3 donne a = 3, on a alors b = 27, qui est bien solution.

d =4 donne a =2, on a alors b = 16, qui est bien solution.

Solution de l'exercice 4 Si P(0) = 0, pour tout p, p | P(0).
Si P(0) = 1, on suppose par 'absurde que E = py, p1, ..., px est fini. On note alors T =
[ [ pi. Comme P est non constant, P(TTX) non plus, donc il existe s € N tel que P(ITs) ne soit ni
1 ni —1. De plus, P(TTs) = 1[pi] pour tout i. Soit q un diviseur premier de P(TTs), q ¢ E, d’ott
contradiction.
Sinon, on pose a = P(0) et on s’intéresse au polyndome P(X) =
coeficients entiers et tout diviseur de P(n) est dans E, de plus, P(0)

PLaX) P est non constant, a

=1.
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3 Cours/TD d’arithmétique

On utilisera :

— la loi de réciprocité quadratique;

— le théoréme chinois;

— l'ordre multiplicatif d'un éléments dans (Z/pZ)* pour p premier.

Définition 4.15. Si p est un premier et n un entiers relatifs non-nul, alors on appelle valuation
de n a p, et on le note v,n, le plus grand entier v tel que p” divise n. Par convention on pose
vp0 = oo.

On fait la convention que a + co = oo quand a est un entier relatif ou co. La valuation a
une série de propriété comme suit.

Théoréme 4.16. Soit p un premier et a, b deux entiers relatifs quelconques. Alors on a :
(i) vplab) =v,a+v,b;

(ii) vp(a+b) > min(v,a,v,b) avec égalité si v,a # v,b.

Démonstration 4.17. (i) C’est une conséquence du fait que la décomposition en facteurs pre-
miers est unique.

(ii) On pose v = min(vg, vp). Comme p" divise a et b il divise également a + b. D’ot1 on
trouve l'inégalité.

Supposons maintenant v,a = k et v,b > k 4 1. On note v = v,(a + b) et on suppose par
I’absurde que v > k + 1. Alors p**! divise (a + b) — b. Contradiction.

Exercice 1 Montrer que les équations x? = 2y? et x* + 3y* + 27z* = 9t* n’ont pas de solutions
non-triviales.

Solution de I'exercice 1 Pour x* = 2y?, v,(x?) est paire alors que v,(2y?) est impaire. Pour la
deuxiéme équation, les valuations vs(x*), v3(3y*) et v3(27z*) ont des restes différents modulo 4,
donc elles sont toutes distinctes. Par le point (ii) de la proposition précédente, v5(9t*) est égale
a la plus petite de ces valuations. Mais cela est impossible, v3(9t*) est congrue a 2 modulo 4.

Ici, la premiere valuation a utiliser était claire, a la lecture de I’énoncé. Dans d’autre cas, il faut
considérer un diviseur premier p qui divise un des cotés des équations a résoudre.

Exercice 2 Soient b et n deux entiers, n > 1, tels que pour tout entier k il existe un entier ay
tel que ai} = b mod k. Montrer que b est une puissance n-iéme.

Solution de I'exercice 2 On prend k = b?. Alors

(Clk)n =b+ me

pour un m entier. Pour tout diviseur premier p de b la valuation du membre droit vaut v, (b).
D’autre part, la valuation du membre gauche est nv,(ayx) donc v,(b) = 0 mod n. Ainsi b est
une puissance n-ieme.

Exercice 3 a) Soient un nombre naturel N et un premier p. Alors on a

=3[

i
i=1 p
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b) On désigne par () le nombre de choix de k éléments parmi N.SiN =p™ et N > kona

Vp ((E)) =Vp(N) —v, (k).

Exercice 4 Soit P(x) = Y_ & a;x! un polynéme a coefficients entiers et p un nombre premier.
Montrer de deux manieres différentes que P(x)? = P(xP) mod p.

Exercice 5 (Théoréeme de Pépin) Pour n > 0, le n-ieme nombre de Fermat F,, = 2*" + 1 est
premier si et seulement si

3Fn1/2 = 1 mod F,. (IL5)

Exercice 6 (Shortlist 2010) Montrer que I’équation suivante n’a qu'un nombre fini de solutions
avec (m, n) entiers non-négatifs :

m? 423" =m(2"! —1).

Exercice 7 (Shortlist 2010) Pour tout couple d’entiers relatifs (a,b) on pose f(k) = ak® + bk.
On dit qu'un couple (a, b) est n-bon si pour tout couple (m, k) d’entiers relatifs on a

sin|f(k)—f(m)alorsn|(k—m).

Siun couple est n-bon pour une infinité de valeurs de n, alors on dit qu'il est trés bon. Trouver
un couple (a, b) qui est 51-bon mais pas trés bon. Montrer que si un couple est 2013-bon alors
il est tres bon.

Exercice 8 (Shortlist 2009) On dit qu'un nombre entier N est équilibré si N = 1 ou si N s’écrit
comme produit d’'un nombre pair de facteurs premiers, pas nécessairement distincts. Etant
donné deux entiers positifs a et b on considere le polynéme P(x) = (x 4+ a)(x + b).

a) Montrez qu’il existe des entiers distincts a et b tels que P(1), ..., P(50) sont équilibrés.

b) Si P(n) est équilibré pour tout n, alors a = b.

Exercice 9 Si a et b sont deux nombres impairs alors
a-1.b-1 (b
(&) = -y <_> , (IL6)
b a

Exercice 10 Soit a un nombre entier impair qui n’est pas un carré parfait. Montrer qu’il existe
une infinité de nombres premiers p tels que a est un non-résidu quadratique modulo p.

- Solutions des exercices -
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Solution de l'exercice 3 a) On écrit les nombres de 1 a N dans une liste. Pour toutide 1av,(N)
on met un point a tous les multiples de p*. Le nombre total de points est le membre droit de
I’égalité que I'on doit montrer. D’autre part, tout nombre k € [1, N] a recu exactement v, (k)
points. Ainsi le nombre total de points est aussi égal au membre gauche de 1'équation.

b) On applique le résultat précédent pour évaluer v, (N!) et v, (k!(N — k)!). Pour tout i €
[1,vr(1k)] ona |] =[]+ [N . Pour i€ [vy(k)+1,v,(N)] ladifférence [ | = [ 5¢] + [ N5]
vaut 1.

Solution de 'exercice 4 Soit d’abord A(x) et B(x) deux polyndmes a coefficients entiers. Alors
(A(x)+B(x))’ = a? +bP + Y 7, (P)a*bP~*. Comme tous les coefficients binomiaux qui
apparaissent dans la somme de droite sont divisibles par p on obtient (A(x)+ B(x))" =
A(x)P 4+ B(x)? mod p.

Par récurrence on obtient que la somme de n'importe quel nombre de polyndmes élevée
a la puissance p-iéme est égale a la somme des puissances p-ieme. Quand on applique ce
résultat aux mondémes ao, aix, ..., agx® de P(x) on trouve

P(x)? =af +alx? + -+ af(x?)? mod p.

D’apres le petit théoreme de Fermat on a a’ = a; mod p pour tout i € [0, d], ce qui permet
de conclure.

Remarque : L'application P(x) — P(x)P s’appelle morphisme de Frobenius et joue un role
important dans 1’étude des ensembles Z/pZ.

Solution de l’exercice 5

Implication <. On suppose que 3! —1 mod F,. Remarquez qu'’il suffit de mon-
trer que 1’ordre multiplicatif de 3, ord(3), vaut F,, — 1. En effet, cela permet de conclure car,
comme ord(3) divise ¢ (F,) on déduit ¢(F,,) = F,, — 1, donc F,, est premier.

Comme 3("~1/2 £ 1 mod F,,, ord(3) ne divise pas (F, — 1)/2 = 2%"~1. D’autre part, en
élevant 1’équation (I1.5) au carré on a 37! = 1 mod F,. Alors ord(3) divise F,, —1 = 22",
doncord(3) = F, — 1.

Implication =. Supposons que F,, est premier. Rappelons l'identité

Fro—1
(X(Fm1/2 _qy(X(FetD/2 4 ) = XFl 1 = H (X—a) mod F,.

a=0

Ainsi, exactement la moitié des valeurs de a, résidu non-nul modulo F,,, vérifient a(fr—1/2 = 1
mod F,,. Comme, tous les restes quadratiques ont cette propriété, on déduit que 3(f—1/2 =
—1 mod F, si et seulement si 3 est un non-résidu quadratique.

Par la loi de réciprocité quadratiue, on a

3 Fn—1 3-1 Fn
)= (3).

Comme F,, =4 +1 =2 mod 3, et comme 2 est un non-résidu modulo 3, on a (%“) =—1.
Donc 3 est un non-résidu modulo F,, et alors 3(f~1/2 = —1 mod F,,.

27171

Solution de I'exercice 6 L'idée de base de 1’exercice est que, si a et b sont deux nombres réels
positifs et a < b alors, pour deux nombres réels fixés c et d, 'ensemble d’entiers positifs n tels
que a™ > c-b™ — d est fini.
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On regarde 1'équation de 1'exercice comme une equation de deuxiéme degré en m pour
laquelle n est un parametre. Son déterminant doit étre le carré d’un entier d : (2™ —1)2— 8-
3" = d%. On obtient

2t —1—-d)2"t—14d)=8-3™ (IL.7)

Les deux parentheses ci-dessus ont la méme parité, donc d est impair, notons le d = 2d’ + 1.
On adeuxcas:soit2" —d’' =2-3Pet2" —d'—1=3%9avecp+q =n,soit2™ —d’ =39 et
2" —d’'—1=2-3Pavecp+ q=n.Dans les deuxcasona:

2l _1=3942.3P, (IL.8)

avec p + q = n. En particulier on a 2™ > 23™>(P4). Comme 2 < 3%?, pour tout n sauf un

ensemble fini on a

max(p, q) < %n. (IL.9)

En particulier, pour n > 6, on a min(p, q) > 2, donc le membre droit dans ’Equation (IL.8) est
divisible par 9. Comme le membre gauche doit aussi étre divisible par 9, on a ordy(2) | (n+1).
Ainsi, n = 6n’ + 5 pour un entier n’. En utilisant l'identité x> — 1 = (x — 1)(x*> + x + 1),
I’Equation (II.8) devient

(42n’+4n’+1)(4n’_1) =2.3P 4349, (IL.10)

On écrit (4™ + 4™ +1) comme (4™ —1)? +3-4™". Puisque 4™ = 1 mod 3, on déduit que 9 ne
divise pas (4™ + 4™ +1). Donc 3™"(P-4)=1 divise 4™ — 1. On a donc

33—l g gmintpal =l cyn' ] — (=98 _q (IL11)

De nouveau le fait énoncé en début de preuve pour a = 2 et b = 3 montre qu’il n'y a qu'un
nombre fini de valeurs de n qui vérifie cette inégalité.

Solution de 'exercice 7 Montrons que le couple (1, —51%) est 51-bon mais pas trés bon. Si (k, m)
est un couple tel que k* — 51k = m® — 51m mod 51, alors (km™1)° =1 mod 17 et (km 1) =
1 mod 3. Puisque 3 est relativement premier avec #(Z/17Z)* et respectivement #(Z/37Z)*, on
doit avoir k = m mod 51. Soit maintenant n tel que (1, —512) est trés bon. En prenant k = 51
et m = 0 on voit que n divise 0 = f(51) — f(0). Alors n divise 51, donc on a un nombre fini de
valeurs possibles.

Pour la dexieme partie de 1’exercice on procede en trois étapes :

1. Soit p et ¢ deux nombres premiers entre eux. Si un couple est pq-bon alors il est p-bon.
2. Siun couple est 61-bon alors a est divisible par 61 et b ne I’est pas.
3. Si a est divisible par 61 et b ne 'est pas, alors (a, b) est 61*-bon pour tout i € N.

1. Soit (a, b) un couple pg-bon. Soit (k, m) un couple tel que f(k)—f(m) = 0 mod p. D’apres
le théoréme chinois, il existe K et M tels que K = kmod p et K = M = 0 mod q. Alors pq
divise f(k)—f(m) donc pq divise (K—M). En particulier p divise K—M, donc p divise (k—m).

2. Supposons par l'absurde que (a, b) est 61-bon mais a # 0 mod 61. D’abord on élimine le
cas b = 0 mod 61. En effet, comme 3 divise 61 — 1, I'équation w? =1 mod 61 a deux solutions
différentes de 1. En prenant (k, m) = (w, 1) on voit que 61 divise ak® — am® mais pas (k — m).
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Supposons par 1’'absurde que a n’est pas un multiple de 61. Comme 7 est un non-résidu
quadratique modulo 61 exactement une des équations suivantes a solution modulo 61 :

u?> = ba 'mode6l
7v: = ba ! mod 61.

Dans le premier cas on pose (k, m) = (u,0). Ona f(k)—f(m) = (k—m)a(u’~ba') = 0 mod 61
et k —m = u. Comme b # 0 mod 61, u # 0 mod 61, ce qui contredit le fait que (a, b) est 61-
bon. Dans le deuxieéme cas on pose (k, m) = (2v,v). Alors f(k)—f(m) = (k—m)a(7v’*—ba™!) =
0 mod 61. Comme (a, b) est 61-bon, on doit avoir k — m = v = 0 mod 61, mais cela contredit
le fait que a # 0 mod 61.

3.S0it 1 € N, 1 > 1 et soit (g, b) un couple qui est 61-bon. Soit (k, m) tel que 61" divise
f(k) — f(m). Alors 61" divise (k — m)(ak® + akm + am? — b). Comme a est divisible par 61
et b ne l'est pas, la deuxieéme parenthese est relativement premiere avec 61. Donc (k — m) est
divisible par 61*. On conclut que (a, b) est 61*-bon.

Solution de ’exercice 8 a) On définit f : N* — {0,1} en mettant f(n) = 1 si n a un nombre
impair de diviseurs premiers non-distincts et 0 sinon. Ensuite on définit F : N* — {0,1}*°
par F(a) = (f(a+1),f(a+2),...,f(a 4+ 50)). Comme F ne peut prendre qu'un nombre fini de
valeurs, elle prend forcément deux fois la méme valeur, disons F(a) = F(b). Alors on voit que
P(x) = (x + a)(x + b) convient.

b) On procede par 1’absurde. L'idée est de chercher des valeurs de x ot11'expression de P(x)
se simplifie. Comme (x + a) — (x + b) = a — b on essaye de diviser les deux parentheses par
(a—b).Onprend k € N, k > a/la—b| et on pose x = k(a—b)—a. Alors P(x) = (a—b)*k(k+1).
Comme f(P(x)) =1, ona f(k) = f(k +1). Comme k est arbitraire, f est constante a partir d'un
certain k. Cela est impossible car f(p) = 1 pour tout premier p et f(c) = 0 pour tout carré c.

b; les décompositions en facteurs pre-

Solution de 'exercice 9 Soient a = [[;.;aietb =[]
miers de a et b. Alors on a

j€]

() = I1(3)
(@) = LG

D’apres la Loi de réciprocité quadratique, pour tous i et j on a <%> = (—1)(a=Dlb—1)/4 <5>
)

11 reste donc a montrer que (([Tic; ai) =1) ((TTjeyb5) —1) /4 = X icyjey(ai — 1)(b; — 1)/4
mod 2.

On remarque que pour deux nombres impairs x ety, (x—1)(y—1)/4 est pair si et seulement
si au moins un des nombres x et y est congruent a 1 modulo 4. Ainsi le membre droit est égal
alaparittde#{i € I | a; = 3mod 4} -#j € ] | b; = 3 mod 4}. Ce nombre est impair si et
seulement si a = 3 mod 4 et b = 3 mod 4. Or, dans ce cas le membre gauche est aussi impair.

Solution de I'exercice 10 On montre le résultat par récurrence; on suppose qu’on a déja trouvé
k nombre premiers p;, ..., px qui conviennent. On consideére { un facteur premier de a qui a
une valuation impaire dans a et on pose a’ = 7. Soit s un non-résidu quadratique modulo
0. Comme v;(a) est impair, s est un non-résidu quadritique modulo 1V¢(¢).
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D’apres le théoréme chinois il existe un entier b tel que :

b =1 mod4
b 1 mod (p1p2...-px)a’
b s mod "¢,

Puisque b est congruenta 1 modulo4ona () = (2)et (%) = (L) carb=1 mod a’.Oron

(2)= (@) (1) = (&) (iw) =

Ainsi a est un non-résidu modulo b et, en particulier, modulo un de ses facteurs premiers.
Comme b est relativement premier avec le produit (p; - - - px), ce nouveau nombre premier est
distinct de py, .. ., p«-
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1 Groupe A : algebre

1 Cours d’algeébre : développements, factorisations, combinatoire

- Introduction -

Le mot algebre vient de 1’arabe al-djabr qui signifie “restauration” au sens de “la réunion
de ce qui a été cassé”. Ce mot est apparu pour la premiére fois dans 'ouvrage Ilm al djabr
w’al muqabalah en 830 par un astronome arabe, Al-Khwarizmi (v. 780 - v. 850). La restauration
(al djabr) et la confrontation (al mugabalah) dont il s’agit sont des “rééquilibrages” des deux
membres d"une équation, comme pour une balance.

Ce cours portera donc sur les fagons de modifier des expressions littérales, en utilisant
développement, factorisation et identités remarquables.

On notera (a,b) € R?et (k,n) € N2,

- Développement / factorisation -

Proposition 1.1 (La factorisation simple). k x (a+b)=k xa+kxb

a b

Démonstration.
O
Proposition 1.2 (La factorisation du rectangle). (a +b) x (c +d) = ac + ad + bc + bd
a b
C ab bc
d ad bd
Démonstration.

OJ
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Exercice 1 Touver toutes les solutions de I'équation ab — a — b =1 avec a > b > 0 entiers.

Solution de I'exercice 1 On factorise avec (a—1)(b—1) = ab—a—b+1 quidonne (a—1)(b—1) =
2 d’out 'unique solution (3, 2).

Exercice 2 Trouver les solutions entieres de a?b? = a? + b2.

Solution de l'exercice 2 Toujours avec la factorisation du rectangle, ’équation devient
(a>—1)(b>—1) =1.
Or 2 n’est pas un carré, la seule solution est donc (0, 0).

Exercice 3 Soient a et b deux nombres vérifiant
a b

=1.
1+b+1+a

Montrer que a®> +b> = a+b.

Solution de l'exercice 3 On met sur le méme dénominateur, ce qui donne a(1+a)+b(1+b) =
(1+ a)(1+b) donc en simplifiant a* + b* = 1 + ab. En multipliant par (a + b) de chaque coté
on obtient I’égalité voulue.

Exercice 4 Trouver k tel que (a +b)(b+c)(c+a) =(a+b+c)(ab+bc+ca)+ kabc.

Solution de l'exercice 4 1l suffit de développer les deux membres : (a+b)(b+c)(c+a) = (ab+
ac+b%+be)(c+a) = a’?b+a’c+ab?+ac’+b%c+bc?+2abce, (a+b+c)(ab+be+ca)+kabe =
a’b + a’c + ab? + ac? + b%c + be? + 3abe + kabe donc k = —1.

- Identités remarquables de degré 2 -
Proposition 1.3 (Identités remarquables de degré 2).
(a4 1b)* = a®+2ab +b?
(a—b)?* = a* —2ab + b?
a’—b?>=(a+b)(a—D)

Démonstration.
a b
b ab b2 « a —
>
A
b b(a—Db) b?
a a? ab a

(a—b)?
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A
\ 4

a+b

A
\ 4

]

Exercice 5 Trouver des entiers k tel que 4n? + kn + 9 soit un carré pour tout n.

Solution de I'exercice 5 (2n + 3)* = 2n* + 6n + 9, (2n — 3)? = 2n? — 6n + 9 donc k peut valoir
-12 ou 12 (et on pourrait méme prouver que nulle autre valeur de k ne convient).

Exercice 6 Calculer (sans calculatrice) 1001? — 9992
Solution de I'exercice 6 1001% — 9992 = (1001 + 999) * (1001 — 999) = 2 % 2000 = 4000.

. : s a b
Exercice 7 Soient a et b deux nombres positifs tels que + —=1L
1+a 1+D

Mont - b b

ontrer que — =a—b.

R R O

Solution de l'exercice 7 1'égalité donne ab = 1. Alors, en multipliant le numérateur et dé-
nominateur de %7 par q, et en simplifiant, on a %; = ﬁzb et de méme en muzltipliant
le numérateur et dénominateur de ﬁ par b, et en simplifiant, on a ; faz = azb. D’ou

a b _ a’-b? —a—>b
1+b2  14a?2 = a+b :

Exercice 8 Montrer que n* + 4 n’est jamais un nombre premier (pour n > 2).
Solution de l'exercice 8 n* +4 = (n>+2)> - 2n)? = (M2 +2+2n)(n*+2 —2n)

- Identités remarquables de degré 3 -
Proposition 1.4 (Identités remarquables de degré 3).
(a+1b)®=a®+3a’b +3ab*+b°
(a—b)® =a®>—3a’b +3ab®>—b°
a®—b®=(a—0b)(a®+ ab +b?)
a®+b®>=(a+b)(a®—ab+1b?

Exercice 9 Soient a et b deux réels. On pose s = a+b et p = ab. Exprimer a® + b en fonction
de s et p.

Solution de l'exercice 9 (a+b)® = a® + b3 +3a?b +3ab? = a® + b +3ab(a+b) donc a® + b® =
s® —3sp.
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- Degré n -
On cherche a généraliser les résultats précédents pour un degré n quelconque.
Remarque 1.5 (a™ —b™). Onavu:
a?—b>=(a—b)(a+b)

a®—b®=(a—Db)(a®+ ab+b?

En calculant a*—b* = (a®>—b?)(a?+b?) = (a—b)(a+b)(a?+b?) = (a—b)(a®+a?b+ab?+b?),
on peut intuiter la généralisation :

Proposition 1.6. a™ —b™ = (a—b)(a™ ' +a™ b+ a™b*+... + a?b™ 3 + ab™ 2+ b 1)

Démonstration. On développe le membre de droite et on obtient :

A+ av b+ a4+ D 2+ abm  —av b —av P — ... —ab™ ! —b"
—a"+a" b +...+ D" 2+ ab™  —a™ P — ... —ab™ ! —b"
—a"—b"

Remarque 1.7 ((a +b)™). Ona:
(a+b)l=a+b

(a+1b)* =a®+2ab +b?
(a+1b)®=a®>+3a’b+3ab? +b?
(a+b)* = a* +4a®b + 6a*b? + 4ab® + b*

On voit apparaitre des coefficients qui sont symétriques. De plus tous les termes sont ho-
mogenes. Cherchons comment obtenir ces coefficients.

Examinons de plus pres le cas n = 4. Ecrivons (a4 b)* = (a+ b)(a+b)(a+b)(a+b).
Un terme du développement s’obtient en sélectionnant dans chacune des parentheses soit "a"
soit "b".

— Par exemple, "a*" s’obtient en sélectionnant a chaque fois "a".

— Mais si on veut obtenir "ab®", il faut choisir un "a" puis sélectionner "b" dans les autres
parentheses. On a quatre possibilités pour choisir le "a" : le coefficient devant "ab®" est
donc 4.

— De méme, pour obtenir "a?b?", il faut choisir deux "a" et sélectionner "b" dans les deux
autres parentheéses. En explicitant a la main les différentes configurations, on trouve qu’il
y a six fagons de choisir deux "a" parmi les quatre : le coefficient devant "a’b*" est 6.

Pour pouvoir généraliser, il va donc falloir calculer le nombre de fagons de choisir k "a"

parmi n, d’ot1 la nécessité d’introduire les bases de la combinatoire.

- Combinatoire : apprendre a compter -
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Exercice 10 Combien existe-t-il de mots de 5 lettres ?

Solution de I'exercice 10 1l y a 26 lettres dans 1’alphabet, donc 26 choix possibles pour la pre-
miere lettre du mot, puis 26 pour la seconde, etc... D’ot1 26° mots différents.

Proposition 1.8. Soit A un ensemble a n éléments. Il existe n* combinaisons de k éléments de
A ordonnés.

Définition 1.9. On définit la factorielle d’un entier naturel n, notée n! (lire “factorielle n”),
comme le produit des nombres entiers strictement positifs inférieurs ou égaux a n.
End’autrestermes :n!=1 x 2 x 3 x ... x (n—1) x n.

Exercice 11 Combien existe-t-il de nombres formés avec les chiffres de 1 a 4, dont tous les
chiffres sont différents ?

Solution de I'exercice 11 On distingue les nombres a 1, 2, 3 ou 4 chiffres. S’il y a 1 seul chiffre,
on a 4 possibilités. S’il y en a deux, on a 4 possibilités pour le premier chiffre et 3 pour le
deuxiéme puisque les chiffres doivent étre différents, donc 12 possibilités au total. De méme
s’il y a trois chiffres, on a 4 x 3 x 2 possibilités et 4! s’il y en a quatre.

Finalementily a 4 + 12 + 24 + 24 = 64 nombres.

Proposition 1.10. Il existe n! facons d’ordonner n éléments différents.

Démonstration. On choisit tout d’abord 'objet qui sera placé au rang 1, ensuite celui qui sera
au rang 2, etc... Lorsque 1’on choisit celui qui aura le rang 1, on dispose de n objets : on a donc
n choix. Au rang 2, il nous reste n — 1 objets donc n — 1 choix et ainsi de suite jusqu’au rang n
ou il ne nous reste plus qu'un seul objet, donc un seul choix. Ainsi, le nombre de possibilités
estn x Mm—1) x M—2) x ... x2x1=n! H

Proposition 1.11 (Arrangements). Il existe ; fagons de choisir k éléments ordonnés

(n—k)

parmi n.

Démonstration. On dispose de n objets et on les choisit un par un jusqu’a en avoir k. De fagcon

similaire a la démonstration précédente : on a n choix pour le premier objet, n — 1 pour le

deuxiéme et lorsqu’on veut choisir le k¢, il reste n — k + 1 objets donc n — k 41 choix. Ainsi le
n!

nombre de possibilitésestn x (n—1) x (N —2) x ... x (n—k+1) = W O

Exercice 12 Quelle est la probabilité que deux stagiaires soient nés le méme jour (pas néces-

sairement la méme année) ? Rappel : Il y a 62 stagiaires.

Solution de I'exercice 12 On va déterminer la probabilité du contraire, donc la probabilité qu'on
ne puisse trouver deux personnes nées le méme jour. Dans ce cas, on doit choisir 62 jours dif-
férents parmi les 365 du calendrier, avec ordre puisque deux stagiaires ne sont pas interchan-
geables : c’est un arrangement. Il y a donc 221 cas dans lesquel on ne peut trouver deux

(365—62) !
stagiaires étant nés le méme jour. Le nombre de possibilités total est de 365%. Ainsi la proba-
bilité que deux stagiaires soient nés le méme jour est de 1 — sz X ey = 99.59095749%.
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k!'(n—k)!
de I'ordre. On note (}}) cette quantité.

Proposition 1.12. Il existe fagcons de choisir k éléments parmi n sans tenir compte

Démonstration. On sait qu’il y a k! fagons d’ordonner les k éléments choisis. Donc lorsqu’on
compte le nombre de fagons de choisir k éléments parmi n avec ordre, on en compte k! fois

' m. 0

trop. Ainsi il faut diviser - #—k)' = (k

oW par k! et on obtient bien

Proposition 1.13 (Bindme de Newton).

(a+b)m = )a™+ (M) a4 () am 202+ 4 [ )ar Rk () a%bn
0 1 2 k n
Exercice 13
(M) (D) + () () =2
0 1 5 y L) =

Solution de I’exercice 13 On reconnait un bindme de Newton pour lequel a = 1 et b = 1. La
réponse est donc 2™.

@ _ (;‘) N (;‘) _...+(—1)‘<(1;) +...+(—1J“® 2

Solution de I'exercice 14 Comme pour l'exercice précédent, il s’agit de reconnaitre un binome
de Newton mais cette fois avec a =1 et b = —1. On trouve donc (1 —1)™ = 0.

Exercice 14

Corollaire 1.14.

Proposition 1.15 (Formule de Pascal).

ny (n-1 (T 1
k) \ k k—1
Démonstration. On veut choisir k éléments parmi n. On isole un élément. Soit cet élément fait

partie des choisis, soit il n’en fait pas partie. Dans le premier cas, il faut encore choisir k — 1
éléments parmi les n — 1 restants, dans le deuxiéme cas, on doit choisir k éléments parmi les

n — 1 restants. Ainsi,
ny (n-1 n n—1
k) \ k k—1)°

Corollaire 1.16. Pour trouver la valeur de () pour des petits n on écrit le triangle de Pascal :

]
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1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Il suffit d’écrire des "1" sur les cotés du triangle, puis chaque nombre est égal a la somme
des deux nombres au dessus, d’apres la proposition précédents. On trouve ainsi facilement
les valeurs des coefficients binomiaux.

2 TD d’algebre

- Combinatoire -

Exercice 1 Exprimer le nombre de diagonales d"un n-gone convexe.

Solution de I'exercice 1 Chaque sommet est relié par une diagonale a tous les autres, sauf 3 (ses

deux voisins et lui-méme). Donc il y a —n“;‘c”

diagonales.

En combinatoire, on est souvent amené a compter des configurations dont certaines sont
considérées équivalentes. On compte alors le nombre total de combinaisons possibles en
considérant qu’elles sont différentes, puis on divise par le nombre de combinaisons qui sont
équivalentes. Par exemple pour compter ses moutons, un berger compte le nombre total de
pattes puis divise par 4, car en considérant que deux pattes sont équivalentes si elles appar-
tiennent au méme animal, alors chaque patte est équivalente a 3 autres, donc on les groupe
par 4.

Exercice 2 On colorie chaque face d'un cube d'une couleur différente choisie parmi 6. Com-
bien y a-t-il de coloriages distincts ?

Solution de I'exercice 2 Sil’on considere que le cube est dans une position fixée,ily a 6! = 720
facons de le colorier. Or, un cube colorié peut étre dans 24 positions (6 choix de la face du bas,

4 rotations possibles). Donc il existe 22} = 32 coloriages différents.

Exercice 3 n personnes (> 3) sont assises autour d"une table circulaire. Combien y a-t-il de
dispositions distinctes ? On considérera que deux positions sont identiques si chaque convive
a les mémes voisins dans les deux positions.

Solution de I'exercice 3 11 y a n! fagons de positionner n personnes autour d’une table. Or une
table peut étre disposée de 2n facons différentes : n rotations et une symétrie sont possibles.
Donc il existe 2+ dispositions de tables possibles.

Un deuxieme principe important de la combinatoire consiste a compter la méme quantité
de deux maniéres différentes. On parle de double comptage.

Exercice 4 Montrer que k(}') =n(}7}).

Solution de I'exercice 4 Une premiere solution calculatoire consistant a utiliser la formule des
coefficients binomiaux ne sera pas détaillée ici. Voici une solution combinatoire alternative :
soit un groupe de n personnes. k personnes fondent une association et choisissent un pré-

sident. Il y a donc (}) fagons de choisir les membres, puis k chefs possibles. Mais on peut
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d’abord choisir le président (n choix), puis les n — 1 membres restants, soit ( (nTll)) cas. D’'ou
l'égalité par double comptage.

Exercice 5 Montrer que Y ., (1) (") = (3.

n—k n
Solution de I'exercice 5 Comme ci-dessus, une premiere solution calculatoire consiste a utiliser
la formule des coefficients binomiaux, et ne sera pas détaillée ici. Voici une solution combi-
natoire : soit un groupe de 2n personnes, parmi lesquelles n filles et n garcons. Comptons le
nombre de possibilités de former un club avec n membres. C’est (2;‘) Mais si 'on sait qu’il
y a k gargons dans le club, il y a (}}) fagons de choisir ces k garons parmi les n, puis il faut
completer avec n — k filles. Donc il y a (?)(,",) fagons de faire un club de n personnes avec

K
k garcons. En sommant pour k de 0 & n on obtient bien 1’égalité par double comptage.

- Inégalités : un carré est toujours positif! -

Une des inégalités les plus simples est la suivante : Vx € R, x? > 0. En remplacant x par une
expression plus intéressante puis en développant, on peut obtenir de nombreuses inégalités,
dont voici quelques exemples.

Dans les exercices qui suivent, a et b sont des réels strictement positifs.

Exercice 6 (Inégalité arithmético-géométrique)

Montrer que 42 > v ab.

Solution de I'exercice 6 On développe (v/a — vb)? > 0 qui donne a + b > 2v/ab.

Exercice 7 Montrer que pour tout x > 0, x + + > 2.

Solution de I'exercice 7 On développe (/x — \/g )2 > 0, qui donne x + ~ > 2, ou on applique

directement 1’exercice précédent avec x et .

Exercice 8 Soient x, y et z trois réels strictement positifs. Montrer que

X z X z Y
24+ 4242 >0
y X z Yy X

Solution de I'exercice § On regroupe un terme et son inverse, et on applique 'exercice précé-

dent,pourobtenir%%—%%—§+§+§+1j>2+2+2:6

. 2 2
Exercice 9 Montrer que y/ <52 > &tb,
a?+b? > a?+b%42ab
. .

Solution de l'exercice 9 On montre le carré de cette inégalité, c’est-a-dire == >
Comme (a—b)? > 0, ona aussi 2a®+2b? > a?+b?+2ab en ajoutant a®+b? et en passant —2ab
dans le membre de droite. On en déduit 1'inégalité ci-dessus en divisant par 4. Comme chaque

membre est positif, on peut prendre la racine de 1'inégalité, et on obtient # > afb

Exercice 10 Montrer que vab > 2.
a' b
Solution de I'exercice 10 On développe (= +—=)? > 0, qui donne ; + > —~ doncl'inégalité

cherchée.

En mettant bout a bout toutes ces inégalités, on a :
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2 b 24 p2
min(a,b) < <Vab < at < @+ < max(a,b)
l+l 2 2

a b

On parle respectivement de moyenne harmonique, géométrique, arithmétique et quadra-
tique.
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2 Groupe B : algebre

1 Cours d’algebre : techniques de calcul, coefficients binomiaux, inégalités

- Techniques de calcul et de factorisation -

Identités remarquables Rappelons les trois identités connues depuis le collége :
(a+b)* =a*+2ab+b? (a—b)*=a’—2ab+b? a*—b*=(a—Db)(a+b).
L’identité suivante généralise la troisieme identité :

Proposition 2.1. Soient a, b des réels. Alors pour tout entier n > 1,

3
L

a—b"=(a—b)(a 1+ a"?b+...+ab™" 2+ b ) = (a—D) anITkpk
0

=
I

Démonstration. 11 suffit de développer le coté droit :

3
o

n—1 n—1
(CL o b) an—l—kbk — § an—kbk o E an_l_kbk_H.
0 k=0 k=0

x‘
|

Dans la deuxiéme somme on effectue le changement de variable 1 = k + 1. On obtient

-1 n
a™ + anfkbk . E anflbl —a“—b".
1 1=1

3

~
I

O

Exemple 2.2. Soit une suite géométrique de premier terme x, et de raison r. Alors la somme
de ses n premiers termes se calcule a l'aide de l'identité ci-dessus appliquéea a =1letb =1:
1—rm
1—1"

Existe-t-il une identité analogue pour a™+b™ ? Lorsque n est pair, pas vraiment. Par contre,
si n est impair, on a

Xo + XoT 4+ Xo1° 4+ ... + %o =%

et d’apres 'identité précédente, cela donne

3
N

a"+b"=(a+b)(a"'—a"%b+...—ab™ 2 +b" ) = (a+D) a1k (—b)k.
0

=
|

Exercice1 Si a +b =2 et a® + b? = 2, combien vaut a® + b3? Et a* + b*?

Exercice 2 Soient a et b des réels positifs tels que 12— + 1% = 1. Montrer qu’alors
a b
— =a—b.
1402 14a?
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Binome de Newton : Généralisons maintenant les deux autres identités. Soient n et k < n
des entiers naturels. On note (}) (et on prononce "k parmi n") le nombre de manieres de
choisir un sous-ensemble a k éléments dans un ensemble a n éléments. Ce sont les coefficients
qui vont intervenir dans le développement de (a + b)™. Plus précisément,

Proposition 2.3. (Bindme de Newton) Pour tous a,b, on a

(a+b)" = i (2) akpbnk.

k=0

En effet, chaque terme dans le développement de (a + b)™ s’obtient en choisissant a dans
certains facteurs et b dans tous les autres. Chaque terme est donc bien de la forme a*b™*
pour un certain k. A k fixé, on obtient un terme a*b™~* autant de fois qu’il y a de maniéres de
choisir k fois a parmi les n facteurs, donc (}}). Le coefficient devant a*b™* est donc bien ().

Cependant, tant qu’on n’a pas donné de formule pour (1), ce résultat ne dit pas grand
chose. On a en fait la formule suivante :

Proposition 2.4. Soit n un entier naturel, et k un entier naturel inférieur a n. Alors

ny n! nn—1)...n—k+1)
() ‘

CkKn—Kk)!
Démonstration. Nous allons prouver la deuxieme formule (qui est clairement équivalente a la
premiére). Le numérateur n(n — 1)...(n — k + 1) correspond au fait de choisir un premier
élément, pour lequel il y a n choix, ensuite un deuxieme parmi les n — 1 restants (ce qui fait
(n — 1) choix), et ceetera jusqu’au k-ieme, pour lequel il y an — (k —1) = n — k + 1 choix.
Maintenant, le sous-ensemble obtenu ne dépend pas de 1'ordre dans lequel on a choisi ses
éléments. Il faut donc diviser par le nombre de permutations d’un ensemble de k éléments, a
savoir k!. [

Exemple 2.5. Vérifier que () =1, que () = n, et que pour tout k, (}) = (,",), d’abord en
utilisant la définition de (), puis en utilisant la formule. Cela signifie que le développement
de (a + b)™ commencera toujours par a™ + na™'b et sera symétrique. En plus du cas n = 2
ci-dessus, il est bon de connaitre lescasn =3 etn =4:

(a+1b)®=a®>+3a’b+3ab®>+b%, (a+b)* = a* +4a’b + 6a°b? + 4ab® + bt

Exercice 3 Montrer que pour tout entier naturel n,

n

3 (’;) — 2" et ; (2) (—1)% =0.

k=0

Sommes télescopiques : Parfois on peut faire apparaitre dans un calcul une somme de la
forme

(ap—a1) + (a2 —az) +...+ (an_1—an) + (an — any1).
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Alors tous les termes au milieu se simplifient (on dit parfois en jargon mathématique qu’ils se
"télescopent") et on se retrouve simplement avec ay — an 1.

Exercice 4 Calculer
1 1 1

+2><3+3><4+“'+2013><2014'

1x2

- Inégalités -

Pour les inégalités usuelles, voir les polycopiés des stages précédents, ainsi que le cours
d’Animath rédigé par Pierre Bornsztein.
Exercice 5 Montrer I'inégalité de Nesbitt : pour tous les réels a,b,c > 0, on a

a b L_C 3
b+c c+a a+b” 2
Trouver également le cas d’égalité.

Exercice 6 Soient ay,...,a, > 0 desréels. Montrer que

n(aj+...+a) > (a1 +... +a.)(af +... + a?).

Exercice 7 Soient ay,...,a, > O tels que a;...a,, = 1. Montrer que

n

H(2 +ay) > 3™

i=1

Exercice 8 Montrer que pour tous réels x et y, on a

X+ +1> xR +1+yvx2 + 1.

Exercice 9 Montrer que pour tous a,b,c > 0

(a+2b+3c)?
a2 +2b2 +3c2

- Solutions des exercices -

Solution de I'exercice 1 D’apres 'identité ci-dessus, on a a® + > = (a + b)(a? — ab + b?) =
2(2 — ab). 1l suffit donc d’évaluer ab. Ona 4 = (a +b)? = a® + b? +2ab = 2 + 2ab, d’ou
ab =1, et a®+b% = 2. Ensuite, 4 = (a®>+b?)? = a* + b*+2a?b? = a* +b*+2, d’otr a* + b* = 2.
Solution de I'exercice 2 La premiére chose a faire est d’exploiter un peu mieux la condition qui

nous est donnée. Une maniere simple de le faire est de tout mettre au méme dénominateur et
de multiplier par (1 + a)(1 + b). On obtient

al+b)+b(l+a)=(1+a)(1+b),
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c’est-a-dire, en développant et en simplifiant, ab = 1. Ainsi, la condition de 1’énoncé n’est
qu'une maniere déguisée de dire que a et b sont inverses 1'un de 'autre ! En remplagant b par
1 dans le premier terme du coté gauche de I'expression cherchée, on obtient :

a b a b a—b

1402 1+a 1+L 1+a 1+a?

Afin de faire disparaitre le dénominateur, on va introduit artificiellement des facteurs (1+ a?)
au numérateur et on utilise encore ab =1:
@>—b a®+a—a+a’b—a’b-b ala®+1)—a+a—b(l+a?)
1+a2 1+a? B 1+a?
Solution de I'exercice 3 On applique simplement la formule du bindbmeaa =b =1etaa =
1,b =—1.

Solution de I'exercice 4 L’astuce est de remarquer que pour tout entier strictement positif k,

: S = & — 5. Par télescopage, la somme cherchée vaut donc 1 — 57 = 231

k(k+1)  k(kr1)  k 2014 = 2014°

Solution de l'exercice 5 Appelons I le coté gauche de I'inégalité, et ] = a(b + c) + b(c + a) +
c(a+ b). Alors par Cauchy-Schwarz, IJ > (a + b 4 ¢)?. On se raméne donc a montrer

2
(a+b+c) >3

=a—b.

2(ab+bc+ca) = 2’

ce qui est équivalent a

2(a®>+b*+c?) > 2(ab + be + ca),
vrai car équivalent a

(a—b)?>+(b—c)?+(c—a)?>0.
On voit grace a cette derniere inégalité aussi que 'égalité n’a lieu que lorsque a =b = c.
Solution de l'exercice 6 Par symétrie, on peut supposer a; > a, > ... > a, et on applique
'inégalité de Tchebychev.

Solution de 'exercice 7 On applique I'IAG a chaque facteur : 2 +a; =1+ 1+ a; > 3/a;, d’ou
I'inégalité grace a la condition sur les a;. L'égalité n’a lieu que lorsque tous les a; valent 1.

Solution de I'exercice 8§ Remarquons qu’il suffit de prouver 'inégalité lorsque x et y sont posi-
tifs. Dans ce cas, en appliquant I'ITAG a chacun des termes du c6té droit, on a

1
VP F1T+yvxE+1< (2 +y*+1) + 2(y2+x2+1):x2+y2+1.
II suffit donc de montrer que l’megahte est en fait stricte, c’est-a-dire que le cas d’égalité n’a
jamais lieu. Or d’apres le cas d’égalité de I'IAG, pour qu’il y ait égalité il faut et il suffit que
x = \/y?+1ety = vx?+ 1 simultanément, ce qui, en mettant au carré, donne bien deux
conditions contradictoires.

Solution de I'exercice 9 On applique Cauchy-Schwarz :
(Ixa+1xb+1xb+1xc+1lxc+1xc)?<6x(a®+2b%+3c?).

Une autre possibilité est

(1x a+v2xv2b+ V3 xV3c)? 12—|—\/_ +\/_ (a® + (V2b)* + (V3c)?)
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2 TD d’algebre

- Suites -

Définition 2.6. On appelle uy, - -+ ,uy - - -, ot uy € K pour tout k € N une suite a valeurs dans
K, notée (u,) ou (Un)nen. On peut en fait définir une suite (u,)ner ot I est inclus dans N,
éventuellement fini, mais c’est plus rare.

La méthode de résolution d’un exercice portant sur les suites est en général assez jun-
glesque, mais il y a quelques idées a connaitre. Il importe de chercher si :
e la suite étudiée est croissante ou décroissante,
e la suite a une limite : u, se rapproche a d’une valeur 1, éventuellement infinie, lorsque n
tend vers l'infini (si | € R, on dit alors que (u,,) converge vers 1),
e la suite est périodique : il existe p € N tel que pour tout entier naturel n, u,, = u,. Parfois,
cette propriété n’est vraie qu’a partir d’un certain rang, et la suite est alors dite ultimement
périodique. Une suite (ultimement) périodique de période 1 est dite stationnaire.
On dispose de quelques propriétés :

Proposition 2.7. Toute suite croissante majorée est convergente.
Toute suite décroissante minorée est convergente.
Toute suite périodique convergente est stationnaire.

Il existe de plus quelques types de suites assez particuliers :

Définition 2.8. Une suite de la forme u,, = an + b avec a,b € R est dite arithmétique de
raison a.
Une suite de la forme u,, =b x a™ avec a,b € R est dite géométrique de raison a.

Et il convient de noter quelques propriétés sommatoires :

N-1
Proposition 2.9. Soit u, := an+ b pourtoutn € N.Ona ) u, = aw + Nb.
=0
N-1 N "
Soit u, :=ba™ pour toutn € N.Ona ) u, =bl=2-.
n=0

La démonstration, purement calculatoire, est laissée au bon plasir du lecteur.
On peut méme envisager une sorte de mélange entre ces deux types de suites, abordé dans
la rubrique suivante.

Suites et récurrence

On peut souvent démontrer une propriété voulue sur une suite, voire méme trouver l'ex-
pression du terme général, en utilisant une récurrence. Cette récurrence s’exprime la plupart
du temps sous forme de deux types d’équations. Le premier est une équation de la forme

Unt+1 = f(un)-
f est presque toujours continue, auquel cas
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Proposition 2.10. si l est la limite de la suite (u,,) (qui n’en a pas forcément!), alors
f(l) =1

Exercice 1 Etudier la suite définie paruy =0etun,i1 =12 +u, pour toutn € N.

Concernant le second type d’équations :

Définition 2.11. Soit (u, ) une suite réelle, on dit qu’elle satisfait une équation de récurrence
d’ordre k (linéaire) lorsqu’il existe k € N* et des réels ay, - - -, ax_; tels que pour tout entier
naturel n,

Unik + Ak 1Unik1+ -+ qun, =0

Définition 2.12. L'équation X* + ax_1X* '+ .-+ ay = 0 est appelée équation caractéristique.

Exemple 2.13. Pour une suite arithmétique de raison a, un 41 — Un = Un 42 — Uny1 = a, donc
Unt2 — 2Un 41 + U, = 0 est une équation de récurrence vérifiée par u,.

Pour une suite géométrique de raison a, u,+1 — au, = 0.

Une suite arithmético-géométrique vérifie une relation de la forme : u, 1 = au,, + b, et on
obtient I’équation de récurrence u, ., — (a + 1)u 1 + auy, =0

La résolution générale d'une telle équation de récurrence (dont la démonstration est in-
utile et fastidieuse dans notre cadre) utilise la notion de polynéme, abordée dans la section
suivante. Contentons-nous des ordres 1 et 2 ici.

Proposition 2.14. Si pour toutn € N, u,, 1 — au, =0, alors u,, = uya™.

Proposition 2.15. Si pour tout n € N, un o + ajun 41 + aoun, = 0, on résout I’équation carac-
téristique du second degré X*> + a; X + ap = 0.

o Si elle a deux solutions distinctes 11 et 15, alors : u,, = ¢ +cory, oli ¢ et ¢, sont déterminées
avec, par exemple, les valeurs de uy et u;.

o Si elle a une racine double 1, alors : u,, = (an + b)r™, et encore une fois u, et u; permettent
de déterminer a et b.

Sauriez-vous retrouver dans la propriété précédente ot se cachent les suites arithmétiques,
géométriques, et arithmético-géométriques ?

Exemple 2.16. Une suite géométrique correspond a une équation de récurrence d’ordre 1.
Une suite arithmétique correspond a une équation de récurrence d’ordre 2 ayant 1 pour racine
double.

Une suite arithmético-géométrique de raison a correspond a une équation de récurrence
d’ordre 2 dont les solutions sont 1 et a.

Tant de théorie prometteuse n’en appelle qu'avec plus de force des exercices permettant
d’appliquer victorieusement ces nouvelles connaissances.
Exercice 2 Evariste doit monter un escalier de n > 1 marches. Pour ne pas trop se fatiguer,
il décide a chaque pas de monter une ou deux marches a la fois, pas plus. De combien de
manieres différentes peut-il monter 1’escalier ?
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Les exercices suivants ne se rapportent pas nécessairement a un paragraphe précis du
cours.
Exercice 3 Existe-t-il une suite d’entiers (u, )nen+ strictement croissante telle que pour tous
entiers naturels n, m, on ait unm = Uy + Uy, ? Et simplement croissante ?

Exercice 4 On définit la suite (a,) par ap > O et a1 = van + 1 pour tout n € N*. Montrer
que la suite a au moins un terme irrationnel.

Et un petit classique pour la route :
Exercice 5 Soit (u,,) la suite définie par up =5et u, 1 = u, + ui pour n € N. Montrer que
Uq00 > 45.

- Polynomes -

Définition 2.17. e Soitn € N, et aj,---, a, € K, I'expression P(X) = ap + - -- + a, X" est un
polyndme a coefficients dans K. Si a,, # 0, condition presque systématiquement supposée
réalisée dans la suite du cours, on dit que le polyndme est de degré n, ce qui s’écrit souvent
degP =n.

e On note K[X] I'ensemble des polynomes a coefficients dans K.

e Le coefficient a,, est appelé coefficient dominant. Si a,, =1, le polynome est dit unitaire.

e Le coefficient a, est souvent appelé "terme constant".

e Le terme a X* est appelé mondme de degré k.

Remarque 2.18. Une fonction polyndme associe a x (généralement un réel , on ne s’étendra
pas ici au cas complexe) 'expression P(x). Par la suite, on confondra classiquement et sans
scrupules "polynome" et "fonction polynéme".

Remarque 2.19. On a P(0) = ay, petite relation trés souvent utile. A noter aussi qu’en l'infini,
le terme de coefficient dominant "écrase" tous les autres, d’ot1 son nom (?) : le mondme a,,x"
est arbitrairement plus grand que les autres.

Le fait que le terme dominant "écrase" les autres a l'infini et qu'un polyndme non constant
diverge en +o0o ou —oo permet d’établir le théoreme essentiel suivant :

Théoreme 2.20. L'écriture d’un polyndme est unique ! Si on a deux expressions pour un méme
polyndme, alors on peut identifier coefficient par coefficient.

On s’apercoit qu’en additionnant ou multipliant des polynémes, on obtient encore des
polyndmes. Et,

Proposition 2.21. Soit P,Q € K[X]. On a deg(P + Q) < max(degP,degQ) et deg(PQ) =
degP + degQ.

Division euclidienne

Tout comme les entiers naturels, les polynomes de K[X] forment un ensemble (un algébriste
dirait un anneau) muni d"une division euclidienne, donc avec un reste :
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Proposition 2.22. Si P, Q € K[X], il existe S,R € K[X] tels que
P=SQ+R
et degR < degQ. Et bien stir, si R = 0, on dit que Q divise P.

Remarques 2.23. Ici, c’est donc le degré du polyndme qui joue plus ou moins le role de I’entier
naturel de la division euclidienne habituelle.

Les polynomes de degré 0 sont les fonctions constantes, excepté P = 0, le polyndme nul, qui
est de degré —oo.

L’exercice suivant permet de se familiariser avec I'application de la division euclidienne :
si degP < degQ,S =0etR = P,sinon,si P = a,XP +---+aget Q = bgX9 +---+ by, le
premier terme de S est £2XP~ 9, et on continue en divisant P — $2XP~9Q par Q.

q q

Exercice 6 Effectuer la division euclidienne de 2X® + 5X* 4+ 6X + 1 par X? —3X + 2.

Racines d'un polynéme

On s’apercoit qu'une expression factorisée de la forme a, (X — 1) --- (X — 1) constitue éga-
lement un polyndme (on verra ultérieurement comment relier les r; aux coefficients a; dudit
polynome). Elle a ’avantage d’étre trés maniable : on identifie notamment les points ou elle
s’annule, qui sont alors les r;.

Définition 2.24. On appelle racine (réelle) d’'un polynome P un réel r tel que P(r) = 0. Leur
recherche est quasi-obsessionnelle lorsqu’on étudie un polynome.

Remarque 2.25. On exclura dans les énoncés suivants le cas du polynéme nul, dont tout réel
est racine.

Notons le théoréme fondamental suivant :

Théoréme 2.26. Soit P un polynéome de degré n. Il admet exactement n racines complexes
(non nécessairement distinctes), donc au plus n racines réelles.

La démonstration est hors de notre propos, l'intérét est de majorer le nombre de racines
éventuelles. Parfois, on peut au contraire le minorer :
Exercice 7 Montrer qu'un polynéme de degré impair a au moins une racine réelle.

On peut voir ce théoréme différement :

Proposition 2.27. Un polyndme de degré au plus n ayant au moins n + 1 racines est le poly-
ndme nul (tous ses coefficients sont nuls).

La propriété suivante est d’une grande utilité :

Proposition 2.28. Soit P un polyndme dont a est une racine. Il existe un polyndme Q tel que
P=(X—a)Q.
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Ceci se démontre en divisant euclidiennement P par X — a. Obtenir des racines d"un poly-
nome permet ainsi de le factoriser. Certaines racines peuvent "plus" diviser le polyndéme que
d’autres :

Définition 2.29. Soit P un polyndme, on appelle racine k-ieme de P un réel a tel que (X — a)*
divise P, mais pas (X — a)*"!. On dit que la multiplicité de ladite racine est k.

Exemple 2.30. Pour le degré 2, si P(X) = aX? + bX + ¢, on distingue 3 cas :
-si le discriminant A := b? — 4ac < 0, il n'y a pas de racine réelle.

-si A =0, il y a une racine réelle double.

-si A > 0, il y a deux racines réelles simples.

Exercice 8 Soit P un polyndme de degré 2008 tel que pour tout entier k € {1, - - - 2009}, P(k) =
+. Calculer P(0).

Polynomes symétriques élémentaires

On aborde ici la relation évoquée entre les coefficients et les racines d"un polyndéme : on consi-
dere le polyndme
PX)=an X"+ +ay=an(X—11)--- (X—=14)

Définition 2.31. Le k-éme polyndme symétrique élémentaire est défini par
Ok = E Tip =Ty

Théoréme 2.32. Formule de Viéte Pour 0 < k < n,

an—
o = (1) ==
an
Démonstration. On développe 1'expression factorisée de P et on regroupe les termes faisant
intervenir X" k. O

Remarque 2.33. Une fois les racines fixées, les polyndmes symétriques élémentaires sont
uniques. Réciproquement, une fois les polyndmes symétriques fixés, les racines sont détermi-
nées a permutations pres. On a ainsi un autre moyen de manipuler les racines d"un polynéme.

Exemple 2.34. Pour le degré 2, si P(X) = ax?+bx+c = a(x—11)(x—7,),alors 07 = 11 +1, = —%
etoy, =rmp = %.

A présent, exercons-nous!
Exercice 9 Exprimer x® +y° 4 z® —3xyz en fonction des polyndmes symétriques élémentaires.

Exercice 10 Soit A = v/5 —21/13 4+ v/5 + 2V/13. Simplifier cette expression.

Factorisation des polynomes
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On a vu que, pour factoriser un polyndme, on pouvait en chercher ses racines. Ce n’est pas
toujours possible ; de plus, ces racines ne sont pas forcément dans 1’ensemble de départ consi-
déré (R, Q, Z, etc.). Dans certains cas, aucune factorisation (a multiplication par un terme
constant prés) n’est envisageable !

Définition 2.35. On dit que P € K[X] est irréductible sur K lorsque toute expression de P sous
la forme Q x Ravec Q,R € K[X] entraine que Q ou R soit de degré 0.

Exemple 2.36. Le polyndme X*+1 est irréductible sur R : sinon, il s’écrirait (X —a)(X—b) avec
a, b réels. Ceci n’est pas possible, car ses racines i et —i sont complexes mais non pas réelles.

Remarque 2.37. Si K C L, il est clair que tout polyndme réductible sur K ’est sur L, mais la
réciproque n’est pas toujours vraie, comme en atteste 'exemple suivant.

Exemple 2.38. Le polynome X? —2 est irréductible sur Z et Q, mais pas sur R, ses racines étant

+/2.

On peut conjecturer que pour un polyndme a coefficients entiers la réductibilité est la
méme sur Z ou sur Q, et en effet,

Théoreme 2.39. Tout polyndme de Z[X] est réductible sur Z si et seulement s’il I'est sur Q.

Démonstration. Soit P € Z[X]. S’il est réductible sur Z, il I'est sur Q. Réciproquement, suppo-
sons que 1'on aie P = RS avec R, S € Q[X]. Soit a, b € Z tels que aR, b$S € Z[X].

Pour tout polynome p € Z[X], on note c(p) le pgcd de ses coefficients : le lecteur pourra véri-
fier que c(pq) = c(p)c(q).

Alors c(aR)c(bS) = c¢(abP) = ab x ¢(P). Donc P = R’S’ avec R/ = C(P)C((tﬁz) etS’ = %, qui

sont bien stir des polyndmes a coefficients entiers. O

Pour tester la réductibilité sur Z, on dispose d"un critere incomplet :

Théoréme 2.40. Critére d’Eisenstein : Soit P = a, X" + - - - + ag € Z[X], s’il existe un nombre
premier p divisant tous les a; sauf a,, et tel que p? ne divise pas ay, alors P est irréductible
sur Z.

Démonstration. Supposons par I'absurde que P = QR avec Q = bqX9 + --- + by et R =
¢ X"+ -+ +¢o, q,7 > 1. Sans perte de généralité, comme p, et non pas p?, divise ag = bocg : p
divise by et pas cy. Et, a,, = byc, donc p ne divise pas by.

Soit alors 1y le plus grand indice tel que sii < iy, p/bi. Ona:

Qiy+1 = boCipr1 + -+ + bi+1Co

et plai,+1 donc plcy : contradiction. O
Une petite application astucieuse, qui demande de (modestes) connaissances arithmétiques :
Exercice 11 Soit p un nombre premier, montrer que le polynéme 1+ X + - - + XP~! est irré-
ductible sur Z.
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Exercice 12 Soitn € N* et ay,- - -, a, des entiers relatifs distincts. Montrer que le polyndme

n

PO =1+]](X~ay)

i=1

est irréductible sur Z.

- Solutions des exercices -

Suites

Solution de l'exercice 1

On constate, par une récurrence rapide, que la suite est bornée par 4. On montre de méme
par récurrence sur n que Un41 > Uy, : l'initialisation se vérifie avec u; = V12 > 0 = uy,. Si on
SUppose an41 > Ay, il vient a4 = /12 + any1 >= an 41, ce qui clot la récurrence.

La suite est croissante et majorée, elle admet donc une limite 1. La fonction x — /12 + x est
continue donc 1 = /12 + 1, soit 1> — 1 — 12 = 0. L'unique solution positive de cette équation
est 4, qui est donc la limite de la suite.

Solution de 'exercice 2

On note u,, le nombre de manieres différentes de monter un escalier de n marches. Sin > 3,
pour la premiére marche, soit on la franchit seule, ce qui laisse u,_; possibilités, soit on en
monte 2 a la fois, ce qui laisse u,,_, autres possibilités. L'équation de récurrence obtenue est
donc

Uni2 —Uny1 —Un =0

1+

£

pour tout n € N*. L'équation caractéristique associée X*—X—1 = 0 a pour solutions ® =
et = %5, donc pour n € N*,
u, =A0" +Bop™.

Avec uy :1etu2:2,ontrouve:A:%etB:\f—\/_g.

Solution de I'exercice 3

e Si (u, ) est strictement croissante, on a pour toutn > 1:u, 11 > u,+1doncu, = upy —uy =
n, ce qui est absurde pour n > u,. Donc une telle suite n’existe pas.

e Si (u,) est simplement croissante, c’est plus délicat. La suite nulle est clairement solution.
Pour montrer que c’est la seule solution, on raisonne de nouveau par 1’absurde et on suppose
uy > 0 pour un certain k. On sait que la suite ne peut étre strictement croissante, donc il existe
m € N* tel que U, = U 41. Le lecteur prouvera par récurrence sur j > 1 que

Vv

Ui =] X Up.

De ceci résulte que pour toutj € N*, Ui = W1y
Or, mTH > 1, donc pour un certain i € N*, (m + 1)' > m' x k et, par croissance de la suite,
U1t 2 Ui + Uk > Ui,

d’ott une contradiction.
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Solution de I'exercice 4
Supposons par l'absurde que pour tout n € N, a,, est rationnel, ce que I'on écrit a, = £ avec
Pn € Z,qn € Z* premiers entre eux. On a :

p%wl _ Pn + qn
9% dn

et pn + qn et g, sont premiers entre eux, et p2., et g2, aussi, donc on peut identifier le
numérateur et le dénominateur des deux fractions (au signe pres). Il en résulte que |\/qn| =
|qn1| et finalement : [q,| = zm € N* pour tout entier naturel n. On en déduit que |qo| =
1 = |qn| autrement dit, la suite est constituée d’entiers, qui sont alors positifs (car racines
carrées de réels). Or a; > 1 donc a, > 1 par récurrence, soit a,, > 2, auquel cas on vérifie
que a, > v/1+ an, = an41. Donc (a,) est une suite infinie décroissante d’entiers strictement
positifs, ce qui est impossible.

Conclusion : la suite admet un terme irrationnel.

Solution de I'exercice 5 La suite (u,,) étant clairement a termes positifs, il suffit de montrer que
Ul > 2025. Or,

1
Wy =ul+2+ — >ul 42
n
Donc 1?5, > 1000 x 2 + 1y = 2025.
Il est naturel d’étre frustré et bluffé par une telle solution. Pour ceux qui voudraient un petit
peu plus de réflexion et de calcul, on peut explorer les cas uy = 4, 3, etc.

Polyndmes

Solution de l'exercice 6
Avec les notations du cours : S =2X + 11 et R = 35X — 21.

Solution de l'exercice 7

En +o00 et —oo, le polyndme a des limites infinies (car non constant) et de signes opposés (car
c’est le terme dominant qui 'emporte a l'infini, et c’est une puissance impaire). D’apres le
théoreme des valeurs intermédiaires, un polynéome étant continu, le polynéme a une racine
réelle.

Solution de I'exercice 8
On cherche un polyndéme proche de P que 1'on puisse déterminer en utilisant ses racines. Si
1<k<2009 0ona:

kP(k) —1=0,

donc si on pose Q(X) = XP(X) —1, Q est de degré 2009, donc on a trouvé toutes ses racines et
il existe A € R tel que
Q(X) =A(X—1)---(X—2009).

En faisant X = 0 on trouve —1 = A x (—1)*% x 2009!, donc A = 555;. On a donc

~2009! + (X —1) + - - - (X —2009)

P(X) 2009'X
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(pour avoir un polyndme, on a bien pris soin par le choix de A que le dénominateur divise le
numérateur !). On cherche P(0) qui est le terme constant, donc on cherche le terme de degré 1
dans le numérateur. En développant, il vient :

~2009!/2009 + 2009!/2008 + - - - +2009!/1

PO) 2009!

2009
donc P(0) = Y L.
k=1
Solution de l'exercice 9
On obtient x* + 4> + z° = 01(07 — 02).

Solution de l'exercice 10
On pose a = v/5—2v13etb = v/5+2y/13.0na

A% =a®+1b%+3ab(a+b)
A3 =10+ 3v/25 —52A
A’ =10—-9A

A>+9A —-10=0

On a affaire a un polyndome de degré 3 dont 1 est racine évidente. On factorise :
AP +9A —10= (A —1)(A2+ A +10)

Le polyndme de degré 2 ci-dessus n’a pas de racine réelle, on en déduit A = 1.

Solution de I'exercice 11

Selon la subtile suggestion de 'enchainement du cours, l'application du critere d’Eisenstein
avec le nombre premier p permet de résoudre le probleme. Notons déja que 1'on peut écrire
P(X) = 3=! puisqu’il s’agit d’une somme géométrique. Pour faire apparaitre p, on procede
(astuce supréme) a un petit changement de variable en posant Y = X — 1 et en développant

avec le bindbme de Newton :

On vérifie aisément que P(Y) se factorise dans Z[Y] si et seulement si P(X) se factorise dans

Z[X]. Notons donc, pour 0 < k < p—1, ¢k = (k‘il). On a ¢y = p, donc il est divisible par p, et

pas par p?. ¢,—1 = 1 quin’est pas multiple de p. Il reste donc a prouver que pour2 < k < p—1,

pl(7)- Or,
pl = (E) % ((p — K)IK!).

Or p, premier, divise p! et non pas (p — k)'k!, donc par le lemme d’Euclide, p!(E), ce qui
(par)acheve la démonstration.
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Solution de l'exercice 12
Remarquons que sans perte de généralité, quitte a permuter les a;, on peut supposer que

a; < -+ < dn.

Une fois n’est pas coutume, on raisonne par l’absurde. Supposons que P = QR avec Q,R €
Z[X]. P étant de degré n, Q et R sont de degré au plus n — 1. Pour tout i, Q(a;)R(a;) =1, donc
Q(ai) = R(ai) = £1. Autrement dit, le polynome R — Q a au moins n racines distinctes, or il
est de de degré au plusn — 1 (car c’est le cas de Ret Q). DoncR— Q =0,donc P =R*+ 1. 1
en découle que pour tout réel x :

P(x)—1=R?*x) > 0.

Or P — 1 change de signe (sans s’annuler) entre | — 0o, a;[ et Ja;, ax[ : contradiction. Donc P est
irréductible sur Z.

Remarque : on a supposé a la fin du raisonnement que n > 2, mais si n = 1, un polyndéme de
degré 1 est toujours irréductible.
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3 Groupe C: polyndmes

1 Cours de polynémes

- Opérations sur les polynémes -

On commence par définir la notion de polyndme et voir quelques propriétés.

Définition 3.1. Une fonction P de R dans R est appelée polynome a coefficient réels (abrégé
en polyndme dans ce qui suit) s’il existe des nombres réels ay, ..., a, tels que pour toutx € R:

P(x) =ap+ aix + - - - + anx™.

Si an # 0, on dit que le degré de P, noté deg P, vaut n. On décrete que le degré du polynome
nul est —oo. Dans ce cas, a,, est appelé le coefficient dominant de P. Si le coefficient dominant
de P vaut 1, on dit que ce polyndme est unitaire. On note R[X] 'ensemble des polyndmes a
coefficients réels. De méme, on note Q[X] I'ensemble des polyndmes a coefficients rationnels
et Z[X] ’ensemble des polyndmes a coefficients entiers.

Dans ce qui suit, nous ne ferons pas de distinction entre polynéme et fonction polyndmiale
associée. Il faudrait la faire en toute rigueur, mais plutdt que de rendre 1'exposition abstraite,
nous préférons insister sur les idées sous-jacentes. Voir 'appendice situé a la fin du cours pour
plus de détails.

On notera indifféremment P(x) ou P(X) ou encore P.

Exemple 3.2. La fonction P(x) = v2 — 2x + mx? est un polyndme de degré 2 de coefficient
dominant 7. La fonction Q(x) = [x| n’est pas un polynéme (pourquoi ?).

Remarque 3.3. Par convention, le degré du polyndme nul est —oo. Ainsi, les polynomes de
degré zéro sont exactement les fonctions constantes non nulles.

Proposition 3.4. Soient P, Q deux polyndmes. Alors P + Q et P x Q sont également deux
polynomes.

Démonstration. Pour P+ Q il suffit d’utiliser le fait que ax' + fx* = (ax+ )x' pour un nombre
réel x, et pour P(x) x Q(x), il suffit de développer le produit. O

Exemple 3.5. Pour tout réel a et tout entier positif n, P(x) = (x — a)™ est un polyndme de
degré n.

Proposition 3.6. Soient P, Q deux polyndmes. Alors deg(P + Q) < max(degP,degQ) et
deg(P x Q) = degP + deg Q (avec la convention —oo + « = —oco pour que cet énoncé soit
valable si I'un des deux polyndmes est nul).

Démonstration. On vérifie aisément que deg(P 4+ Q) = degP si degP > deg Q, que deg(P +
Q) = degQ si degQ > degP et que si degP = degQ, alors deg(P + Q) < degP. Il peut
cependant ne pas y avoir égalité (prendre par exemple P(x) = x* et Q(x) = —x?).

La deuxieéme partie de la proposition découle du fait que si a,, est le coefficient dominant
de P et by, est le coefficient dominant de Q, alors a,, b, est le coefficient dominant de PQ. [J
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Exemple 3.7. Soit E un ensemble fini et f : E — N une application. Alors

P(x) = Z xfle)

x€eE

est un polyndme a coefficients entiers. Si k,, désigne le nombre nombre d’éléments « € E tels
que f(o) = n, alors le coefficient devant x™ est égal a k,,. Le polynome P est appelé fonction
génératrice associée a f. Ce genre de polyndomes apparaissent fréquemment en combinatoire,
ou il arrive qu’on ne connaisse pas de formule explicite pour k,,, bien que le polyndme P
se calcule aisément (voir exercice 30). L'intérét d’introduire cette fonction génératrice est que
la connaissance du polyndme P nous permet alors d’accéder a certaines informations (par
exemple des formules de récurrence ou un comportement asymptotique).

- Division euclidienne et racines -

Dans cette partie, notre but est d’expliquer en quoi la connaissance des racines d"un po-
lyndéme P, c’est-a-dire des éléments x tels que P(x) = 0, donne des informations sur P. On
commence par montrer qu’il existe une notion de division euclidienne de polynémes tres si-
milaire a celle des entiers.

Division euclidienne de polynémes Ici, et dans tout ce qui suit, K désigne Q ou R.

Théoréme 3.8. Soient P, U € K[X] avec deg U > 1. Alors il existe un unique couple de poly-
nomes Q,R € K[X] tels que:

P=QU+R et deg(R) < deg(U) —1.

Démonstration. Pour 1'existence, on applique 1’algorithme vu en cours en abaissant a chaque
étape le degré de P. Plus précisément, on pose Py = P et Qp = 0. On commence a I'étape 0 et
voici ce qu’on fait a I'étape k : notons di degré de Py et ci son coefficient dominant. Notons
également n le degré de U et u,, son coefficient dominant. Si deg(Py) < deg(U) — 1, on arréte
I'algorithme en prenant Q = Qy et R = Py. Sinon, on pose :

Prp1 = Pr— XX U et Quur = Qi + li—kxdk—“.

On passe ensuite a 1’étape k + 1. L’algorithme se termine bien car le degré de Py est au plus
deg P — Kk, et les polyndomes Q et R donnés par I’algorithme vérifient les conditions requises.

Pour 1"unicité, supposons par 1’absurde qu'’il existe deux tels couples Q,R et Q’,R’. Alors
QU + R = Q'U + R’. En particulier, Q # Q’, car sinon on a aussi R = R’. Cela implique
également :

u(Q—-Q’)=R"—R.

Or, d’apres la proposition 3.6, le degré du terme de gauche et supérieur ou égal a celui de
U et celui de droite est inférieur ou égal a deg(U) — 1, ce qui est contradictoire et conclut la
démonstration. O

Exemple 3.9. La division euclidienne de X° — 3X + 2X + 1 par X® 4+ 3X? —2X — 1 est:
XP—3X3 42X +1 = (X2 —3X + 8)(X* +3X2—2X — 1) + (—29X? + 15X +9)
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Remarque 3.10. La division euclidienne telle quelle est fausse pour des polynémes a coeffi-
cients entiers. Par exemple, il n’existe pas de Q € Z[X] tel que 3x* + 1 = Q(x)(2x + 1) (compa-
rer les coefficients dominants). En revanche, en reproduisant la démonstration précédente, si
P,U € Z[X] et que le coefficient dominant de U est 1, alors si deg U > 1, il existe il existe un
unique couple de polyndmes Q, R € K[X] tels que :

P=QU+R et deg(R) < deg(U) —1.

En effet, dans la preuve précédente, il a fallu diviser par «u, ». Or, lorsqu’on divise par des
éléments de Z, on ne reste pas dans Z. Ceci explique un peu d’ailleurs pourquoi la théorie des
polynomes a plusieurs variables est plus compliquée que celle des polynémes a une variable.
En effet, on peut par exemple voir les polyndmes réels a deux variables comme les polynomes
en y a coefficients dans R[X]. Mais, de méme que dans Z, tous les éléments de R[X] ne sont
pas inversibles.

Définition 3.11. Soient P, Q € K[X] avec P non nul. On dit que P divise Q s’il existe R € K[X]
tel que Q = PR.

Ainsi, P divise Q si le reste de la division euclidienne de Q par P vaut 0.

Exemple 3.12. Trouvons le reste de la division euclidienne de A(x) = x?°® + 2013 par B(x) =
x — 1. Par division euclidienne, on écrit A(x) = Q(x)B(x) 4+ R(x) avec R(x) un polynome de
degré au plus 0. Ainsi R est un polyndme constant qu'on notera c. Autrement dit, A(x) =
Q(x)B(x) 4 ¢ et il nous reste a trouver la valeur de c. Prenons x =1: A(1) = Q(1)B(1) 4+ c. Or,
B(1) = 0. On en déduit que c = A(1) = 2014.

Exercice 1 Trouver le reste de la division euclidienne de x!®° — 2x°' + 1 par x* — 1.

Racines et factorisation de polynémes Nous voyons ici que la connaissance des racines
d’un polyndme permet de le factoriser. Rappelons que K désigne R ou Q.

Définition 3.13. Un élément x € K est appelé racine d"un polyndéme P € K[X] si P(x) = 0.

Exemple 3.14. Le polyndme réel X* — 1 a deux racines réelles, qui sont 1 et —1. Le polyndme
X?+1n’a pas de racine réelle. Le polyndme réel X*—2 a deux racines réelles, mais le polynome
a coefficients rationnels X? — 2 n’a pas de racines rationnelles car /2 est irrationnel. Si a € K,
le polyndme (X — 1)%°1? est de degré 2012 mais n’a qu’une seule racine qui est 1.

Le théoreme suivant est tres important et doit étre connu.

Théoréme 3.15. Soient P € K[X] et a € K. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
1. a est racine de P, autrement dit P(a) = 0.

2. Il existe un polynome Q € KI[X] tel que :
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Démonstration. 1l est clair que le deuxieme point implique le premier. Quant a la réciproque,
le point clé est d"utiliser la division euclidienne. En effet, supposons que P(a) = 0. Ecrivons
alors la division euclidienne de P par X — a sous la forme P(x) = Q(x)(x — a) + R(x) avec R
un polyndme de degré au plus 1 — 1 = 0. Ainsi, R est un nombre réel, noté c. Bref, P(x) =
Q(x)(x — a) + c. Evaluons cette quantité en x = a: 0 = P(a) = Q(a)(a — a) +c. Donc ¢ = 0,
ce qu'on voulait démontrer. O

Théoréme 3.16. Un polynome de degré n a au plus n racines différentes.

Démonstration. Parl’absurde, soit P € R[X] de degré n ayant au moins n-+1 racines différentes,
notées r4,...,Tnhy1. D’apres le théoreme précédent, il existe un polynome Q tel que P(x) =
Q(x)(x — r1). Mais alors, pour 2 < i < n+1,0 = P(r;) = Q(ri)(ri — 11). Comme 1; —
1 # 0, ceci impose Q(r;) = 0. On recommence ce raisonnement avec Q pour finalement
obtenir l'existence d"un polynome T tel que P(x) = T(x)(x —11) - - - (x —Ty41). Alors d’apres la
proposition 3.6 :

n =deg(P) =degT+n+1>n,

ce qui est absurde. O

Remarque 3.17. Il existe des polyndmes qui n’ont pas de racines réelles, par exemple P(x) =
x*+1.

Ce théoreme important implique quelques corollaires donnant une information concer-
nant le polynéme sachant quelque chose sur ses racines.

Corollaire 3.18. Soit P(x) = ag + a;x + - - - + anx™ un polynéme de degré n. On suppose qu’il
a n racines différentes rq, ..., 1. Alors :

P(x) = an(x —11) -~ (x = 70).

Démonstration. En reprenant la démonstration précédente, on voit qu’il existe un polynéome
T tel que P(x) = T(x)(x —11) -+ (x — ). En comparant les degrés des termes de gauche et
de droite, il vient que T est de degré nul, donc un nombre réel. En regardant le coefficient
dominant des deux cotés de 1'égalité, on trouve que T(x) = a,. ]

Corollaire 3.19. Un polyndme de degré au plus n ayant n + 1 racines est nul. Ainsi, un poly-
ndme ayant une infinité de racines est forcément le polynéme nul.

Exercice 2 En utilisant le corollaire précédent, retrouver le fait que Q(x) = [x| n’est pas un
polynome.

On en déduit le résultat important suivant.

Proposition 3.20. Soient ay, a;,...,an et by, by,..., by des nombres réels. On suppose que
pour tout nombre réel x :

Qo+ ax+ ax®+ - -ax™ =byg+byx + -+ b x™.

Alors m = n et pour toutientre0Oetnona a; = b;.
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Démonstration. Soit P(x) = ag + arx + azx* + - - anx™ — (bg + byx + - - - + byyx™), qui est un
polynome a coefficients réels. Par hypothése, ce polynéome a une infinité de racines ; il est donc
nul! O

Exemple 3.21. Soit P un polyndme de degré 2013 vérifiant P(k) = k pour k =1,2,...,2013 et
P(0) = 1. Trouvons P(—1).
Le polyndme P(x) — x est de degré 2013 et admet 2013 racines qui sont k = 1,2,...,2013.
On a donc forcément
Px)—x=c-(x—1)(x —2)---(x —2013)

avec ¢ un nombre réel. En évaluant en x = 0, il vient 1 = P(0) = —c - 2013!, de sorte que
¢ =-—1/2013!. D’ou
2014!
P(—1)=—-1+ m = 2013.

Pour conclure cette partie, prouvons la propriété utile suivante en identifiant les coeffi-
cients.

Proposition 3.22. Soit P un polyndme tel que P(x)? soit un polyndéme en x? (c’est-a-dire qu'il
existe un polyndme R tel que P(x)?> = R(x?). Alors il en est de méme de P(x) ou de P(x)/x
(c’est-a-dire qu’il existe un polynome Q tel que soit P(x) = Q(x?), soit P(x) = xQ(x?)).

Démonstration. Ecrivons P(x) = anx™ + an_1x™ ' + - - + a;x + ag avec an % (0. Comme
P(x)? = R(x?), le coefficient devant x>™~! dans P(x)?, a savoir 2a,a,_1, est nul. On en déduit
que a,_1 = 0. De méme, le coefficient devant x*"® dans P(x)?, a savoir 2a,a,_3, est nul. On
en déduit que a,,_3 = 0. De méme, on obtient que a,_sx—1 = 0 pour n—2k—1 > 0. Le résultat
en découle. O

Pour illustrer cette propriété, on pourra chercher 1'exercice suivant.
Exercice 3 Trouver tous les polyndmes P € R[X] tels que 16P(x?) = P(2x)*.

Racines multiples et polynéome dérivé Doit-on dire que le polynéome P(x) = (x —1)™ a
une seule racine, ou bien n racines qui sont les mémes ? Pour ne pas faire de confusion, nous
traitons le cas des racines multiples.

Définition 3.23. Soient P € K[X],x € K et un entier m € N*. On dit que « est racine de
multiplicité m de P s’il existe Q € K[X] tel que P(x) = (x — «)™Q(x) et s’il n’existe pas
Q € KI[X] tel que P(x) = (x — o)™ Q(x). On dit que  est une racine multiple si m > 2.

Il se trouve qu’on dispose d'un critére assez pratique permettant de reconnaitre une racine
multiple.

Définition 3.24. Soit P = ap + aix + - - + apx™ € K[X]. On définit le polyndme dérivé P’ par
P/(x) = a; +2a,X + - - - + nax™ L.

La proposition suivante, réminiscente des propriétés de 1’opérateur de dérivation sur les
fonctions réelles dérivables, est fondamentale.
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Proposition 3.25. Pour P,Q € K[X],on a:
(PQ)' = PQ’ +P'Q.

Proposition 3.26. Soient a € K et n > 1 un entier. Soit P(x) = (x — a)™. La dérivée de P est
P/(x) =n(x —a)™ L

Démonstration. Prouvons cela par récurrence sur n. Pour n = 1, le polynéme dérivé de x — a
est bien 1. Supposons le résultat acquis au rang n, montrons-le au rang n + 1. Soit Q(x) =
(x — a)™*!. En écrivant (x — a)™*! = (x — a)(x — a)™, on obtient

Q) =Kx—a)"+x—a)((x—a)")".

Donc par hypothese de récurrence, Q'(x) = (x —a)* + (x —a) - (n—1)(x —a)™ =n(x —a)™.
Ceci conclut la récurrence et la preuve de la proposition. O

Théoreme 3.27. Soit P € K[X] et « € K tel que P(«x) = 0. Alors « est une racine multiple de P
si, et seulement si, P'(«) = 0.

Démonstration. Dans le sens direct, écrivons P(x) = (x — &)™ Q(x) avec m > 2 et Q € KI[X].
En dérivant cette expression, il vient P’(x) = m(x — o)™ 1 Q(x) + (x — «)™Q’(x). En prenant
X = «, on conclut que P’(x) = 0.

Pour la réciproque, supposons que P’(x) = 0 et raisonnons par 1’absurde en supposant
que o soit une racine non multiple de P. Alors P s’écrit P(x) = (x — «)Q(x) avec Q(«x) # 0 (si
Q(«) = 0, d’apres le théoréme 3.15, on pourrait écrire P(x) = (x — «)?R(X)). En dérivant cette
expression, il vient P/(x) = Q(x) + (x — «)Q’(x). En prenant x = «, il vient P/(x) = Q(«) # 0,
ce qui est absurde. N

Exemple 3.28. Soit n > 1 un entier et montrons que (X +1)? divise P(X) = X2 42X 1 41,
D’apres le théoréme 3.15, il suffit que —1 est racine double de P. Ceci découle aisément du fait
que P(—1) =0et P/(—1) =0.

Remarque 3.29. Si P'(«) = 0, cela n'implique pas que « soit racine multiple (ou racine tout
court!) de P. Il faut en effet s’assurer que P(x) = 0 pour utiliser le corollaire précédent. Par
exemple, si P(x) = x? —2, ona P’/(x) = 2x, mais 0, bien que racine de P’, n’est pas racine de P.

Remarque 3.30. Soient P € K[X] et a € K. Pour un entier k > 1, notons P'¥) le polynéme P
dérivé k fois. Soit 1 > 1 un entier. Plus généralement, on peut démontrer par récurrence sur
n I'équivalence

P(a)=0,P'(a) =0,...,P™(a) =0 < (x — a)™ divise P.

Exercices d’application Exercice 4 Trouver les réels a, b tels que (x — 1)? divise ax* + bx® + 1.
Exercice 5 Trouver tous les polynomes P € R[X] tels que pour tous réels x, P(2x) = P’(x)P”(x).

Exercice 6 Soit P(x) = ap + a;x + - - - + anx™ € R[X] qui possede n racines réelles différentes.
Montrer que pour tout x réel, P(x)P”(x) < P’(x)?. En déduire que pour 1 < k < n—1,
Ax—10k11 < Af.

Exercice 7 (Oral ENS 2009) Soit P € R[X] de degré n > 1. On suppose que toutes les racines
de P sont réelles. Montrer que (n — 1) (P’ (x))? = nP(x)P"(x) et déterminer les cas d’égalité.
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Interpolation Etant donnés un nombre fini de points du plan, existe-t-il un polynéme tel que
que sa courbe représentative passe par ces points ? Trouver un tel polyndme, c’est résoudre
un probléme d’interpolation.

Théoreme 3.31. Soient a;,...a, et by,...,b,, des nombres réels (avec les a; deux a deux dis-
tincts). Alors il existe un unique polyndme P de degré au plus n — 1 tel que pour tout i,
P(ai) = bi.

Démonstration. Montrons d’abord 1"unicité en considérant P, Q deux polyndmes vérifiant les
conditions de 1'énoncé du théoréme. P — Q est alors un polynéome de degré au plus n — 1, qui
admet au moins n racines différentes, a savoir ay, ..., a,. Il est donc nécessairement nul.

Quant a l'existence, pour 1 < i < n, introduisons les polyndmes suivants, appelés poly-
ndémes d’interpolation de Lagrange :

T X—Qj
)

a.
j=1j#i "

L'intérét est que pour tout j différent de i, Li(a;) = 0, alors que Li(a;) = 1. On en déduit

aisément que le polynome :
n

P(x) =) biLi(x)

i=1
convient. n

Ainsi, un polynéme de degré n est completement déterminé par les images de n+1 points
distincts.

Exercice 8 Soient a;,...a, etby,..., b, des éléments de K (avec les a; deux a deux distincts).
Trouver tous les polyndmes P € K[X] tels que P(a;) = b;.

Exercice 9 Trouver tous les polyndmes a coefficients complexes P tels que pour tout rationnel
q, P(q) est rationnel.
Exercice 10 On définit les polyndmes de Hermite comme suit: Hy = 1 et pourn > 1, H, (x) =
w [T (X =),

1. Vérifier que pour tout k € Z, H, (k) € Z.

2. Trouver tous les polynémes P € C[X] tels que, pour tout k € N, P(k) € Z.

3. i Calculer, pour des entiers j < k la somme :
Kk .
-k
o))
i=j YN

Indication. On pourra écrire X* = (X +1 —1).

ii Soit (u;) une suite de nombres réels. Montrer que les deux conditions suivantes sont
équivalentes :

i. Il existe P € R[X] tel que, pour toutj € N, ona u; = P(j).
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ii. Il existe un entier positif n tel que, pour tout entieri >n +1:

i(—nii C)ul =0.

j=0

Cas des polynomes a petit degré Nous maintenant quelques applications des résultats pré-
cédents, parfois sous la forme d’exercice corrigé.

Proposition 3.32. Soient b, c deux nombres réels. On souhaite connaitre le nombre de réels x
tels que x> + be + ¢ = 0. Soit A = b? — 4c¢, appelé le discriminant. Alors :

1. SiA < 0,iln’y a pas de solution.

2. SiA =0, ily a une seule solution qui est —3.

3. SiA > 0, il y a exactement deux solutions, qui sont :

—b+ Vb2 —4c —b— Vb2 —4c

2 et 2

Démonstration. L'idée est de se ramener au cas b = 0 en écrivant x> + bx + ¢ sous la forme
suivante, dite forme canonique :

b b2
x2+bx+c:(x+§)2—|—c—z.

L'intérét réside dans le fait que x n’intervient qu'une fois dans la nouvelle expression. Cette
forme rend trés souvent de précieux services et est a retenir. Ainsi, x> +bx+c = 0si, et
. 2 . . 2 oy . b2 .
seulement si, (x + %)2 = % — c. Ainsi, un carré étant positif, si % —c=A/4<0,iln’y a pas
. N . . Ayq 2 . 2 .
de solution, d’ou le premier point. D'un autre coté, si A > 0, alors (x + 2)* = & —c s, et

seulement si :
x—l—E— b—z—c ou x-l—E——\/b—z—c
2 V4 2 4 )

On en déduit les points 2. et 3. O

Exemple 3.33. Le polyndome P(x) = x> + x + 1 a un discriminant égal a —3, et n’a donc pas de
racine réelle.

Exercice 11 Soient a,b,c € R, avec a # 0, et considérons le graphe de la fonction P(x) =
ax® 4+ bx + ¢. Montrer qu’en faisant une homothétie et une translation, on peut obtenir le
graphe de la fonction Q(x) = x?.

Remarque 3.34. Il s’ensuit qu’étant donné un polyndme de degré 2, on peut aisément dire s’il
a des racines réelles, et le cas échéant donner leur expression. Ceci est tout a fait remarquable :
on peut montrer qu'il existe des polynomes de degré 5 dont les racines réelles ne s’expriment
pas en utilisant des racines carrées, cubiques, etc. Cependant, si P(x) est un polyndme de
degré 3 et si on trouve une racine évidente a (par exemple a = 1,2, —1,—2,...), alors on peut
effectuer la division euclidienne de P par x — a. On en déduit qu’il existe Q, un polynéme
de degré 2, tel que P(x) = Q(x)(x — a). Mais Q est de degré 2, et ce qui précede s’applique.
La moralité de ceci est que si on trouve une racine évidente d"un polynéme de degré 3, alors
on arrivera a connaitre toutes ses racines. A titre d’illustration, on pourra chercher I’exercice
suivant.
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Exercice 12 Trouver tous les nombres réels x,y, z vérifiant :

(x+1)yz=12
(y+1)zx =4
(z+1)xy =4.

- Polyndmes symétriques élémentaires -

Dans cette partie, nous nous intéressons aux liens unissant les coefficients d’un polynome
a ses racines.

Relations de Vieéte

Proposition 3.35 (Relations de Viete). Soit P(x) = ax? + bx + ¢ un polyndme réel de degré 2
(avec a # 0) ayant z; et z, comme racines réelles. Alors z;z, = ¢ etz + 2z, = -

a
Démonstration. D’apres le corollaire 3.18, on a P(x) = a(x — z1)(x — z,). En développant le
terme de droite, on trouve les égalités annoncées. O

Ces relations sont utiles car elles expriment les coefficients du polyndme en fonction des
racines. A ce titre, on cherchera l’exercice suivant.
Exercice 13 Trouvez toutes les valeurs du parameétre a pour que 1'équation

ax’ —(a+3)x+2=0

admette deux racines réelles de signes opposés.

Proposition 3.36 (Relations de Viete dans le cas général). Soit P(x) = anx™ + an_1x"1 +
-+ a;x + ap € K[X] avec a, # 0. Si oy, ..., x, sont les racines de P, alors, en notant, pour

1<k<n,
Ox = E Oy - Ky,
ona: a
kx Un—k
o = (=)=,
aTL
Par exemple :
= a a e a
n—1 n—2 n Yo
E Xy = — , E Xiy = — ,...,||O(,i:(—1) —.
an an an

1<i<jgn i=1

Remarque 3.37. Les o0y,..., 0, sont appelés fonctions symétriques élémentaires des ;. Symé-
triques, parce qu'une permutation des «; laisse les oy invariants. Elémentaires, parce qu’on
peut montrer que toute expression symétrique en n variables peut s’exprimer polyndmiale-
ment a l'aide de ces fonctions symétriques élémentaires. Plus précisément, si P(x;,...,xy) est
un polynéme a n variables (on laisse le lecteur imaginer ce que c’est) tel que pour toute per-
mutation o de{1,...,n}onait P(xy,...,%n) = P(xc@1), ..., Xe(n)), alors il existe un polyndme a
n variables R tel que P(x1,...,xn) = R(&q, ..., 0tn).

159



Chapitre I11. Deuxiéme période 3. Groupe C : polyndmes

Exemple 3.38. En notant o; = X1 + X, + X3, &2 = X1X2 + X1X3 + XoX3 et &3 = X1XpX3, 0na:
X3+ + % = of — 3000 + 3.

Bref, lorsqu’on a affaire a des quantités symétriques, il peut étre parfois judicieux de faire
intervenir les fonctions symétriques élémentaires associées.

Exercice 14 Soit P € R[X] non nul. Montrer que les sommes des racines complexes de P, P’,
.., P=1 (ou P("~1) désigne le polyndme P dérivé n— 1 fois) forment une suite arithmétique.

Exercice 15 Trouver tous les réels x,y vérifiant x° +y°> =33 et x +y = 3.

Relations de Newton Nous allons voir que des sommes symétriques particulieres (sommes
des puissances k-iémes) peuvent s’exprimer assez simplement grace aux fonctions symé-
triques élémentaires.

Théoréme 3.39 (Relations de Newton). Soit n > 1, et notons o7, ..., 0y, les fonctions symé-
triques élémentaires des o;. Notons Sy = «f + --- + X pour k > 0. Alors, pour tout entier
k>1,

=~

—1

(—=1)" 0, Sk_r + (—1)*koy =0, (I11.1)

_§
I
o

avec la convention 0y =1 et 0, =0 quand r > n.
Ainsi, a titre d’illustration, pourr =1,2,...,n:
Sl — 07 = 0
32 — 0131 + 20'2 =0
53 — (7152 + GZSl — 3(73 =0

Sh—01Sna+ -+ (1) ton 1S+ (—1)™no, = 0

etpourr >n:
ST‘ - 0~1S'r—1 + GZST—Z +oeee At (_1)n0nsr—n =0.

Remarque 3.40. Si «, ..., &, sont les racines du polyndme P(x) = anx™ + an 1 x™ 1+ -+ +
a;x + ay, alors pour tout entier k > 0:

AnSkin + An-1Skin-1+ An2Sksn-2+ -+ apSk = 0.

En effet, il suffit d’écrire que x*P(ay) + - - - x*P(otn) = 0. Les formules de Newton sont donc
tres facilement établies lorsque k > n.

Par ailleurs, en réécrivant le polynéme P sous la forme P(x) = X" +bix™ b x+by,
(attention aux indices!), les relations de Viete donnent b; = (—1)70j, de sorte que les relations
de Newton s’écrivent aussi, pour tout entier k > 1,

k—1

D byS_r +kby =0.
=0
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Preuve des relations de Newton, qui peut étre sautée en premiere lecture. Nous avons déja traité le
cas k > n plus haut et pouvons donc supposer que k < n. La preuve qui suit est due a Doron
Zeilberger. Considérons A = A(n, k) I’ensemble des couples (A,jV), ot :

(i) A est un sous-ensemble de{1,2,...,n},
(ii) j appartienta{l,2,...,n},
(iii) |A|+ 1=k, ot |A| est le nombre d’éléments de A,
(iv) 1> 0,etsil=0alorsj € A.
On définit ensuite le poids w(A,jV) de (A,jV) par la formule

w(A,jM) = (=1)A (H oca) o

acA

Par exemple, w({1,3,5},2%) = (—1)%oq oz a5- o5 = —o; 63 3 65. On voit aisément que la somme
des poids de tous les éléments de A est égale au terme de gauche de (I1L.1).
Prouvons maintenant que cette somme est nulle. A cet effet, considérons 1’application T :
A — A définie par :
A\GLiM),  jeA,
T(A) = {( \@L),

(AU{LitY), G g A

Cette application vérifie w(T(A,j)) = —w(A,jV) et est une involution (i.e. T composé avec
elle-méme donne 1'identité). On peut donc assembler tous les poids par paires de sorte que
chaque paire contienne un poids et son opposé. La somme de tous les poids est donc bien
nulle, ce qui conclut la preuve.

Mentionnons qu'’il est également possible de procéder par récurrence sur n —k pour prou-
ver les relations de Newton. O

Exemple 3.41. Soient x,y,z des nombres réels tels que x +y+z = 1, x> + y> + 22 = 3 et
x® +1y® + 2% = 7. Trouvons la valeur de x° +y° + 2°.

A cet effet, notons Sy et oy respectivement les sommes des puissances k-iemes et la k-ieme
fonction symétrique élémentaire de x, y, z. Les relations de Newton donnent

Si—0; =0, S, — 0151 +20, =0, S;— 015, + 0,51 — 303 =0.

On en tire que 01 = 1, 0, = —1 et 03 = 1. D’aprés les relations de Viete, x,y, z sont donc les
solutions de t* — t* — t — 1 = 0. Ainsi, d’apres la Remarque 3.40, nous avons

Ski3 = Sxq2 + Sk + Sk
pour k > 0. Il s’ensuit que Sy =143 +7 =11 puisque Ss =3 + 7+ 11 = 21.

Exercice 16 Soient x et y deux nombres non nuls tels que x* + xy + y? = 0 (x et y sont des
nombres complexes, mais ce n’est pas trop grave). Trouver la valeur de

2013 2013
X Y
+ .
(X+U> <X+U>
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Exercice 17 Trouver tous les nombres réels x, y, z tels que

x+y+z=3 xX*+y*+22=3, X+y’+22=3.

- Polynémes a coefficients entiers -

Nous présentons maintenant quelques spécificités des polynomes a coefficients entiers :

* Nous avons déja vu que si P,Q € Z[X] et que deg Q > 1, on peut toujours effectuer la
division euclidienne de P par Q a condition que le coefficient dominant de Q soit égal a
1.

* Une propriété extrémement utile est que si P € Z[X], alors pour tous entiersa # b, a—b
divise P(a) — P(b). Ceci est une simple conséquence du fait que a — b divise a™ — b™
pourn > 1.

* SiP(x) = anx™ + an x4+ -+ a;x + ap € Z[X], et si p/q est une racine rationnelle
de P sous forme irréductible, alors p divise qg et q divise a,,. Ce simple fait permet de
restreindre la recherche des racines rationnelles d’un polynéme a coefficients entiers.

* Un polyndme P € Q[X] vérifie P(k) € Z pour tout k € Z si et seulement si il existe des
entiers ag, ay, ... a, tels que

P(x) = ao(Z;) —I—a1()1c) +---+an(§>,

ot on note (}) = XXber k) ok £ 0 et (¥) = 1. Cette propriété découle de ’Exercice
10 (2).

Exemple 3.42. Cherchons tous les nombres réels x, y, z tels que
x+y+z=17, Xy +yz +xz = 94, xyz = 168.

D’apres les relations de Viete, x,y, z sont racines de P(x) = x® — 17x* 4+ 94x — 168 = 0.
Cherchons des racines “évidentes” de P. Il est naturel de d’abord chercher des racines entieres,
qui sont forcément des diviseurs de 168 (pour tester si par exemple 2 est racine, on effectue la
division euclidienne de P pa x — 2 et on regarde si le reste est nul). On remarque que x = 4 est
racine, et sans difficulté on trouve que x = 6 et x = 7 sont racines du polynome P(x)/(x —4).
Ainsi, les solutions (x,y, z) sont les six permutations possibles de (4, 6,7).

Exercice 18 Soient a,b, c des entiers différents. Montrer qu’il n’existe pas de polynome P a
coefficients entiers tel que P(a) = b, P(b) =cetP(c) = a.

La factorisation par a — b du polyndme P(a) — P(b) peut étre utile dans d’autres cas éga-
lement, voir par exemple 1'exercice suivant.

Exercice 19 Soient P, Q € R[X] deux polyndmes unitaires tels que P(P(x)) = Q(Q(x)) pour
tout réel x. Prouver que P(x) = Q(x).

- Interlude : un peu de topologie -
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Nous considérons dans cette partie des polyndmes a coefficients réels et voyons comment
des résultats de la théorie de I'analyse réelle s’appliquent dans notre cas. Nous utiliserons la
propriété suivante :

Proposition 3.43. Soit P € R[x] un polynome, et a, &, b, § des réels tels que a < b, P(a) = «
P(b) = B. Alors pour tout réel y compris entre o et 3, il existe un réel c tel que a < ¢ < bet

P(c) =v.

En particulier, si a < b sont tels que P(a) < 0 et P(b) > 0, alors il existe au moins une
racine réelle de P dans l'intervalle ]a, b[.

La proposition précédent est un cas particulier du théoreme des valeurs intermédiaires,
valable plus généralement pour toute fonction continue a valeurs réelles.

On en déduit le résultat intéressant suivant :

Proposition 3.44. Soit P € R[X] un polyndme de degré impair. Alors P admet au moins une
racine réelle.

Démonstration. Ecrivons P(x) = anXx™ 4+ -+ 4+ a;x + ag avec a, # Oetn > 1. Supposons en
premier lieu que a,, > 0 et rouvons tout d’abord que P(x) — oo, lorsque x — oo, c’est-a-dire
que pour tout M > 0, il existe x, tel que pour tout x > x on ait P(x) > M. A cet effet, écrivons

An—1 1 Qo 1 )

P(x) = anx" (1 +
a, X a, X"

La somme a l'intérieur de la parenthese converge vers 1 lorsque x — oo, et le terme a,x™
diverge vers +oo lorque x — oco. Le résultat en découle. Lorsque x — oo, on prouve de méme
que P(x) = —o0. On en déduit qu’il existe a < 0 < b tels que P(a) < 0 et P(b) > 0. Le résultat
en découle d’aprs la proposition 3.43.

Si a, < 0, le raisonnement est similaire, mais cette fois-ci P(x) - —oo quand x — oo et
P(x) — oo lorsque x — —o0. O

Exercice 20 Trouver tous les polyndmes P a coefficients réels tels que pour tout réel x > 0 on

ait :
‘P(X)P (1>‘ < 1.
X

- Nombres complexes et théoreme de d’Alembert-Gauss -

Nombres complexes Nous avons vu qu’il existait des polynomes de R[X] qui ne possédaient
pas de racines réelles. Un des intéréts de l'introduction des nombres complexes (et c’est dans
cette optique qu’ils ont été introduits au XVIe siecle) est de pallier cette difficulté via le théo-
réme de d’Alembert-Gauss (énoncé par d’Alembert et démontré par Gauss).

Définition 3.45. Notons C 'ensemble des couples de nombres réels (a, b) munis :
1. de l'addition suivante : (a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d),

2. des multiplications suivantes : (a, b) x (¢, d) = (ac—bd, ad+bc) et pour A réel, A(a, b) =
(Aa,Ab).
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Nous voyons I’ensemble des nombres réels plongés dans I’ensemble des nombres complexes :
a chaque réel a, on peut associer le nombre complexe (a,0). Notons enfin i le nombre com-
plexe (0,1). Ainsi, nous pouvons représenter chaque nombre complexe (a,b) sous la forme
(a,b) =a(1,0) +b(0,1) = a + ib.

Remarque 3.46. Avec les regles de multiplication précédentes, on voit que i* = —1, et que
(a+bi)(c+di) = ac —bd + (ad + bc)i. Ainsi, tout se passe comme si i était un « nombre » tel
que i* = —1 dans toutes les manipulations. En particulier, i est racine du polynome X*>+1 = 0.

Remarque 3.47. Tout élément non nul de C possédant un inverse, les résultats des sections
précédentes sont aussi valables pour K = C.

Exercice 21 Pour quels entiers n > 1 le polyndme 1 + x* 4+ x* + -+ - +x*"2
le polynéme 1+ x 4+ x? + - - +x™ 12

est-il divisible par

Théoréeme de d’Alembert-Gauss Nous admettons le théoréme (qu’on appelle aussi théo-
réme fondamental de I'algebre) suivant :

Théoreme 3.48. Tout polyndome non constant de C[X] possede au moins une racine. On dit
que C est algébriquement clos.

Par une récurrence sur le degré, on en déduit :
Corollaire 3.49. Soit P € C[X]. Alors P peut s’écrire sous la forme :
P(x) =clx—oq)™ - (x —oa)™,
oluc, o, ..., o sont des nombres complexes et my, ..., my sont des entiers strictement positifs.

Nous définissons finalement la conjugaison complexe, qui sera utile lorsque nous vou-
drons déterminer les polynomes irréductibles de R[X].

Définition 3.50. Soit z = a + bi € C. On définit son conjugué z par z = a — bi.
Proposition 3.51. Pour tousw,z € C,onawz=w - Z.

Démonstration. Exercice. L]
- Arithmétique de K[X] -

De méme que dans le cas des nombres entiers, la division euclidienne entre polynémes
permet de démontrer le théoréme de Bézout, et par voie de conséquence de définir la notion
de PGCD et d’avoir acces au lemme de Gauss. Les démonstrations étant similaires au cas des
entiers, nous ne les reproduisons pas. Dans tout ce qui suit, K = Q, R ou C.
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Théoréme de Bézout dans K[X]

Définition 3.52. Soient P,Q € K[X]. Lorsque P est non nul, on rappelle que P divise Q sil
existe R € K[X] tel que Q = PR. On dit que P et Q sont premiers entre eux sils n‘'ont comme
diviseurs communs (dans K[X]) que les constantes non nulles. Nous utilisons aussi ces défini-
tions dans le cas de Z[X].

Remarque 3.53. La définition précédente laisse penser que la notion de primalité entre deux
polynomes dépend de 1’ensemble choisi pour ses coeffecients : ainsi, a priori, rien n’empéche
que deux polynomes a coefficients entiers soient premiers entre eux lorsqu’ils sont vus comme
éléments de Q[X], mais qu'ils ne le soient plus lorsqu’on les voit comme éléments de C[X].

Théoreme 3.54 (Bézout). Soient P, Q € K[X]. Alors P et Q sont premiers entre eux si, et seule-
ment si, il existe U, V € K[X] tels que PU 4+ QV = 1.
Exercice 22 Soit x € R. Les énoncés suivants sont-ils vrais ou faux?

a. Six’ et x!2 sont rationnels, alors x est rationnel.

b. Six’ et x!2 sont rationnels, alors x est rationnel.

Corollaire 3.55. Si P, Q € Q[X] sont premiers entre eux, alors, vus comme éléments de R[X],
ils sont premiers entre eux.

Démonstration. D’apres le théoreme de Bézout, il existe U,V € Q[X] tels que PU+ QV =1. A
fortiori, U, V € R[X], donc, d"apres la réciproque du théoreme de Bézout, P et Q sont premiers
entre eux vus comme éléments de R[X]. O

Du théoréme de Bézout on déduit le théoréme de Gauss.

Théoreme 3.56. Si P, Q,R € K[X] sont tels que P soit premier avec Q et P divise QR, alors P
divise R.

Polynomes irréductibles de K[X] Les polynomes irréductibles jouent le role des nombres
premiers : ce sont en quelque sorte les briques de base lorsqu’on souhaite factoriser des poly-
nomes.

Définition 3.57. Un polynome P € KI[X] est dit irréductible dans K[X] si P n’est pas constant et
si ses seuls diviseurs dans K[X] sont les constantes et les polynémes proportionnels a P non
nuls, ou, de maniere équivalente, s’il n’existe pas Q, R € K[X] tels que P = QR avecdegQ > 1
etdegR > 1.

On en déduit I’équivalent du théoreme de factorisation en nombre premiers.

Théoréme 3.58. Tout polyndme de K[X] se décompose de maniére unique, a I’ordre des fac-
teurs pres, sous la forme :
P = cPJ'Py2 ... P,

ou ¢ € K*, k; € N* et les P; sont des polyndmes distincts unitaires et irréductibles dans K[X].
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A titre d’exercice nous laissons la preuve de ce théoréme (trés proche de son équivalent
pour les nombres entiers).

Le théoreme précédent nous invite a chercher les polyndmes irréductibles de C[X], R[X] et
QI[X]. Nous commengons par une proposition générale.

Proposition 3.59. Un polynome P € K[X] de degré 2 ou 3 est irréductible si, et seulement si, il
n’a pas de racine.

Démonstration. Exercice. [
Proposition 3.60. Les polyndmes irréductibles de C[X] sont les polyndmes de premier degré.

Démonstration. 1l est clair que ces polyndmes sont bien irréductibles. Réciproquement, si P €
C[X] de degré au moins 2 est irréductible, d’apres le théoreme de d’Alembert-Gauss, il peut
s’écrire P(x) = (x — a)Q(x), se qui contredit son irréductibilité. O

Passons maintenant a ’étude des polyndmes a coefficients réels.

Proposition 3.61. Tout polynéme P € R[X] se décompose sous la forme :

P(x) =c H(x — o) H(x2 + a;x + by).
i=1

i=1

En conséquence, les polyndmes irréductibles de R[X] sont les polyndmes de premier degré et
ceux du second degré a discriminant négatif.

Démonstration. D’apres le corollaire 3.49, on peut écrire P(x) = c(x — o) - - - (x — &y, ), ol les
o sont complexes. En utilisant la proposition 3.51, on voit que si « est racine de P, alors &
est également racine de P. En effet, si P(x) = ap + a;x + --- + a,x™ avec les a; réels, on
a0 =Pla) = aqp+aroe+--+ana™ = 0+ Qo+ - + @ = ap+ ;X + - + ap X"
Dans l'expression donnant P sous forme factorisée, on regroupe alors par paires les racines
complexes (non réelles) avec leurs conjugués. En remarquant que pour un nombre complexe
z,(x—z)(x —Z) =x*+ ax+ b, avec a,b € R tels que a®> — 4b < 0, on conclut.

Le raisonnement précédent montre qu'un polynome irréductible de R[X] est un polynéme
de premier degré ou du second degré a discriminant négatif. Réciproquement, de tels poly-
ndmes sont irréductibles en vertu de la proposition 3.59. O

Exercice 23 Soient P, Q € R[X] deux polyndmes non nuls tels que pour tout réel x, P(x* + x +
1) = P(x)Q(x). Montrer que P est de degré pair. Peut-on trouver de tels polyndémes ?

Exercice 24 Soit P un polynome a coefficients réels tel que P(x) > 0 pour tout réel x. Montrer
qu'il existe deux polynomes Q, R € R[X] tels que P = Q? + R%.
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Polynomes irréductibles a coefficients entiers ou rationnels Dans le cas de Q[X],iln’y a pas
de caractérisation satisfaisante des polyndmes irréductibles (essentiellement parce que des
propriétés arithmétiques de Z rentrent en jeu). On peut toutefois donner quelques méthodes
de recherche de racines et des criteres d’irréductibilité.

Proposition 3.62. Soit P(x) € Q[X] et cherchons ses racines rationnelles. Quitte a multiplier P
par le ppcm des dénominateurs de ses coefficients, on peut supposer que P(x) = anx™ +-- - +
ap € ZIX]. Soit p/q une racine rationnelle de P. Alors p divise ag et q divise a,,.

Démonstration. 1l suffit d’écrire P(p/q) = 0, de réduire au méme dénominateur et d’utiliser le
lemme de Gauss pour les entiers. O

Venons-on a l'irréductibilité.

Remarque 3.63. En vertu de la remarque 3.59, on peut en pratique vérifier si un polynome de
degré 2 ou 3 a coefficients entiers ou rationnels est irréductible.

Exemple 3.64. Le polyndme x* +x* —2x — 1 est irréductible dans Q[X] puisqu’il est sans racine
dans Q.

On commence par introduire le contenu d"un polynéme afin de montrer que les irréduc-
tibles de Z[X] sont irréductibles dans Q[X], ce qui n’est pas évident a priori.

Définition 3.65. Soit P € Z[X] non nul. On appelle contenu de P et on note c(P) le pgcd de ses
coefficients (au signe pres).

Exemple 3.66. Par exemple, c(—6x° + 3x° + 27x — 90) = 3.
Lemme 3.67. Pour P, Q € Z[X] non nuls, ¢(PQ) = ¢(P)c(Q) au signe pres.

Démonstration. Montrons d’abord le résultat lorsque c(P) = ¢(Q) = 1. Raisonnons par 1’ab-
surde que c(PQ) # 1 en considérant un nombre premier p divisant c(PQ). Ecrivons P(x) =
Y iaixt, Q(x) =Y bixt, P(x)Q(x) = X_; cix'. Comme ¢(P) = ¢(Q) = 1, il existe i, jo € N tels
que:

Vi<iy, plaimaisp fay,

Vj <jo, plbjmaisp fbj,.
Par hypothése, on a :

P|Cig+jg = Z aibi = aiobjo + Z Clibj.
i+j=10+jo i+j=1p+jo
i<ip OUu j<j0

Mais alors p divise a;,bj,, ce qui est absurde.
Dans le cas général, notons P’ = P/c(P),Q" = Q/c(Q) de sorte que c(P’') = ¢(Q’) = 1.
Ainsi, c(P'Q’) =1.0r c(P'Q’) = c(PQ)/c(P)c(Q), d’otl le résultat. ]

On en déduit également le résultat suivant.

Proposition 3.68. Soit P € Z[X]. Alors P est irréductible dans Z[X] si, et seulement, si P est
irréductible dans Q[X] et ¢c(P) = 1.
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Démonstration. Si P est irréductible dans Q[X] et c(P) = 1, il est clair qu’il 'est dans Z[X]. Ré-
ciproquement, supposons P irréductible dans Z[X] (ce qui implique c¢(P) = 1) et par ’absurde
supposons qu’il n’est pas irréductible dans Q[X]. Ecrivons alors P = QR avec Q,R € QI[X]
unitaires de degré au moins 1. Ecrivons Q(x) = +Q’(x) avec Q' € ZI[X], c(q') = 1leta,b
entiers premiers entre eux. De méme, écrivons R(x) = ¢R’(x) avec R" € Z[X], c(R") =1
et ¢, d entiers premiers entre eux. Alors bdP(x) = acQ’(x)R’(x). Comme c(P) = 1, il vient
bd = ¢(bdP(x)) = c(acQ'R’) = ac (au signe pres). Ainsi, P = QR = 2Q'R’ = Q'R’ (au signe

pres) avec Q’, R’ € Z[X]. Ceci contredit l'irréductibilité de P dans Z[X]. O]
De maniere un peu similaire, on démontre la proposition suivante, parfois utile.

Proposition 3.69. Soit P, Q € Q[X] unitaires tels que R = PQ € Z[X]. Alors P et Q sont a
coefficients entiers.

Démonstration. Notons u (resp. v) le ppcm des dénominateurs des coefficients de P (resp. Q).
Alors uvR = uvPQ = (uP)(vQ). Donc c(uvR) = c(uP)c(vQ) d’apres le lemme précédent. Or,
comme P et Q sont unitaires, c(uP) = c(vQ) =1 et c(uvR) > uv. On en déduit queu =v =1
et donc que P, Q € Z[X]. O

Exercice 25 Soit P(x) = ax® + bx*> + cx + d € Z[X] avec ad impair et bc pair. On suppose
que P a toutes ses racines réelles. Montrer qu’au moins une racine de P est un nombre réel
irrationnel.

Remarque 3.70. Ainsi, ’étude de l'irréductibilité d"un polynome a coefficients entiers sur Q[X]
se réduit a I'étude de l'irréductibilité de Z[X], qui est a priori plus facile.

Voici un exemple (important) d’application de ceci.
Théoreme 3.71. Soit P(x) = anx™ + --- + a1x + ap un polyndéme de Z[X]. On suppose qu’il
existe un nombre premier p tel que :

1. p divise ag, ay,...,Qn_1,

2. p ne divise pas a,,

3. p? ne divise pas ao.
Alors P est irréductible dans Q[X].

Démonstration. D’apres la proposition précédente, il suffit de montrer que P est irréductible
dans Z[X]. Supposons donc par I'absurde que P(x) = Q(x)R(x) avec Q,R deux polynémes
non constants de Z[X] avec Q(x) = qix* + -+ - qo et R(x) = 1ix! + - - - + 0. Alors ag = qoT. Par
suite, d’apres le point 3., p divise qp ou 1y, mais pas les deux a la fois. Sans perte de généralité,
supposons que p divise qo mais pas 19. D’autre part, p ne divise pas qx, car sinon il diviserait
an, ce qui est exclu. Soit donc iy le plus petit indice i (1 < i < k) tel que p ne divise par qj.
Alors :
Aiy = qipTo + qip—1T1 + -+ + o Ti,-

Comme iy < k < n, p divise a;, et donc p divise q;,To, et donc p divise 1y, ce qui est absurde.
O

Exemple 3.72. Soit p un nombre premier et P(x) = xP14+...4+x+1€ZX.En appliquant le
critere d’Eisenstein au polyndéme Q(x) = P(x + 1), on voit que P est irréductible dans Q[X].
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Exercice 26 (IMO 93, exercice 1) Soit n > 2 un entier. Montrer que le polynéme P(x) = x™ +
5x™ 1 4+ 3 est irréductible sur Z[X].

- Quelques exercices -

Exercice 27 (Canada 1970) Soit P un polynome a coefficients entiers. On suppose qu’il existe
des entiers deux a deux distincts a, b, c, d tels que P(a) = P(b) = P(c) = P(d) = 5. Montrer
qu’il n’existe pas d’entier k tel que P(k) = 8.

Exercice 28 (Benelux 2010) Trouver tous les polyndmes P € R[X] tels que pour tous réels
a,b,con ait :

pla+b—2c)+p(b+c—2a)+p(c+a—2b)=3p(a—b)+3p(b—=c)+3p(c—a).

Exercice 29 (IMO 2004, exercice 2) Trouver tous les polyndmes P a coefficients réels qui véri-
fient, pour tous a, b, c réels tels que ab + bc +ca =0:

Pla—b)+P(b—c)+P(c—a)=2P(a+b+c).

Exercice 30 Soit n > 1 un entier. On note &,, I'ensemble des permutations de 1’ensemble
{1,2,...,n}. Pour 0 € &,, on note aussi cyc(o) le nombre de cycles de o. Soit P, (x) le poly-

ndme suivant :
Palx) = 3 X,
oeGy

Montrer que P,, a toutes ses racines réelles et que ce sont des entiers négatifs.

Exercice 31 (Test de sélection Chine 2008) Soient m, n des entiers strictement positifs et P €
Z[X] un polynéome de degré n tel que tous ses coefficients soient impairs. On suppose que
(x —1)™ divise P. Montrer que si m > 2* (avec k > 2 entier), alors n > 28! — 1.

- Quelques motivations -

Pourquoi étudie-t-on les polynémes? Voici quelques éléments de réponse donnés sans
démonstration.

Théoreme 3.73. Soit f une fonction réelle infiniment dérivable (si vous ne savez pas ce que ¢a
veut dire, imaginez qu’elle est tres gentille). Soit xy € R. Alors pour tout entier n, pour tout
€ > 0, il existen > 0 et des réels ay, ..., a, tels que pour tout x € [xg —1,%xo + 1 :

[f(x —%0) —ao — a1(x = xo) — - — an(x —x0)"| < €l(x — x0)"].
Ainsi, au voisinage de tout point, la fonction « ressemble » a un polynome.

Théoréme 3.74. Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Alors il existe une suite de poly-
nomes P;(x), Po(x), - - - telle que pour tout € > 0, il existe N > 0 tel que pour toutn > N :

pour tout x € [0, 1] If(x) — Pn(x)| < e.

Ainsi, toute fonction continue sur [0, 1] peut étre approchée sur tout [0, 1] par des polyndmes.
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Signalons finalement que 1’étude de 1’ensemble des zéros communs de plusieurs poly-
ndmes a n variables, appelé variété algébrique, est centrale en géométrie algébrique.

- Distinction entre polynome et fonction polynoémiale -

Ici, nous expliquons pourquoi il est nécessaire de faire cette distinction en commengant
par définir d’une autre maniére un polyndme. Ici, K = Q, R, C ou bien Z/pZ muni des lois
d’addition et de multiplication usuelles.

Définition 3.75. Un polyndme a coefficients dans K est une suite infinie d’éléments de K nulle
a partir d’un certain rang.

Exemple 3.76. Par exemple, (0,1,2,3,0,0,...,0,...) et (0,0,...,0,...) sont tous deux des poly-
ndémes. Par contre, (1,1,...,1,...) n’en est pas un.

Définition 3.77. Soit P = (un)n et Q = (v )y deux polyndmes. On définit le polyndme P + Q
par la suite w,, = u,, 4+ vy, (qui est bien nulle a partir d"un certain rang) et le polynéme P x Q
par la suite (z,), Oll zq = 3 i ;_, UnVn (Vérifier que (z,,) est nulle a partir d’un certain rang).
On identifie les éléments de K avec les polyndmes constants via I’application qui a un élément
A € K associe le polynéme (A, 0,0,...,0,...). Remarquons que ceci est cohérent avec la notion
de multiplication intuitive d’un polynome par un élément de K : si (u,,) est un polyndme et
A € K, alors le polynéme A x () est le polynome (A, ).

Nous introduisons maintenant I'indéterminée X.
Définition 3.78. Notons X le polyndéme (0,1,0,0,...).

Proposition 3.79. Tout polyndme P s’exprime sous la forme P = } ' ; a,X™. On note indiffé-
remment P ou P(X) pour rappeler qu’on note X I'indéterminée (on pourrait tres bien la noter
Y!).

Démonstration. Si P = (ao, ai, ay,...), notons N un entier tel que i > N implique a; = 0. Alors
P(X) = ap+ a1X+- - -+ anx™. Ceci est une conséquence immédiate de la définition de X et de
la multiplication entre polynomes. O

Voici maintenant le lien entre polyndme et fonction polyndmiale associée. Rappelons que,
pour l'instant, un polyndme est juste une suite de nombres qui est nulle a partir d"un certain
rang et n’est pas vu comme une application.

Proposition 3.80. Soit P(X) = ap + &;X + -+ + a,X™ € K[X] un polynéme. On note P I'ap-
plication définie par P(x) = ap+ @1X + -+ + Qpx™ pour x € K, qu’on appelle application
polyndmiale associée a P. L'application P P est injective si K est infini. Si K est fini, cette
application n’est pas nécessairement injective.

Démonstration. Plagons nous d’abord dans le cas ot K est infini. Soient P, Q € K[X] tels que
P = Q. Ecrivons P(X) = > caiXtet Q(X) = X, biX'. Alors le polyndme P(x) — Q(x), au sens
des sections précédentes, a une infinité de racines, donc est nul. Donc a; = b; pour tout i.
Par contre, dans le cas ou1 K est fini, le raisonnement précédent ne s’applique pas. Exhibons
d’ailleurs un contre-exemple. Considérons K = Z/pZ et P(X) = XP — X. D’apres le petit
théoreme de Fermat, pour tout x € K, on a P(x) = 0. Ainsi, P n’est pas le polynome nul, mais
les deux fonctions polyndmiales associées sont les mémes. O
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En d’autres termes, lorsque K est infini (par exemple K = Q,R,C, ce qui explique que
nous n’avons pas perdu de généralité dans les premieres sections), nous pouvons parler sans
distinction de polyndme ou de fonction polynomiale associée. En revanche, dans les autres
cas, il faut faire trés attention!

- Eléménts de réponse aux exercices -

Solution de I’exercice 1 On cherche le reste sous la forme R(X) = aX + b. On a R(1) = P(1),
R(—1) = P(—1), ce qui permet de calculer R(X) = —2X + 2.

Solution de I'exercice 2 Si Q(x) était un polynome, alors Q(x) — x serait un polyndme avec une
infinité de racines, donc serait de degré nul, c’est absurde.

Solution de I'exercice 3 Comme P(x)? = 16P(x?/4) est un polyndme en x?, on peut appliquer
la proposition 3.22. Dans le premier cas, s'il existe un polynome Q tel que P(x) = Q(x?), on
obtient 16Q (x*) = 16P(x?) = P(2x)? = Q(4x?)?, et donc 16Q(x?) = Q(4x)2. Dans le deuxiéme
cas, sil existe un polyndéme Q tel que P(x) = Q(x?), on obtient similairement que 4Q(x?) =
Q(4x)?.

On peut donc réappliquer la proposition 3.22 a Q, et de méme on obtient que, pour tout
entier k > 0, il existe un entier 0 < i < 2 et un polyndéme Ry, tel que P(x) = xRy (x2).

En choisissant k tel que 2 > deg P, il s’ensuit que Ry est forcément constant et donc que
P(x) = c - x'. En réinjectant dans I'équation de départ, on obtient P(x) = 16(x/4)" pour un
certain entier i > 0 (et toutes ces solutions conviennent bien, réciproquement).

Solution de l'exercice 4 1 doit étre racine double de P. Cela nous donne deux équations : P(1) =
O et P/(1) =0, qui permettent de trouver a =3 et b = —4.

Solution de I'exercice 5 On note n le degré de P. En passant 1’équation aux degrés, on obtient
n=Mn—-1)+(n—2) =2n—-3, doncn = 3. On peut facilement calculer le coefficient dominant,
on laisse le soin au lecteur de terminer les calculs.

. . L., / "_pr2 . A~ .
Solution de l'exercice 6 On remarque que la dérivée de & est 2=~ qui est du méme signe
P

P
que P” — P”2. Or on voit facilement que ];((:)) = 3 5~ donc (%)’ =Y ay < 0dou

le résultat. Pour obtenir 1'inégalité sur les coefficients on procede de la maniere suivante.
Pour k = 1, 'inégalité provient de P(0)P”(0) < P’(0)2. Ensuite on applique l'inégalité aux
polyndmes P(k—1) : plk=lp(k+l) < (P(k))2 d’ott ax_1(k — 1! x arq(k + 1) < a2 x kI? or

k!? _k
(k—D)!(k+1)! — k+1

< 1 d’ou le résultat.

Solution de l'exercice 7 Notons «4, ..., &, les n racines de P. On écrit :

P”(x)P(x) — P’(x)? (P’(x))' _ = -1
L

Ainsi,
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qui est positif d’apres 1'inégalité de Cauchy-Scwharz. Le cas d’égalité s’obtient lorsque tous
les «; sont égaux, i.e. lorsque P(x) est de la forme P(x) = c(X —a)™.

Solution de I'exercice 8§ On a déja résolu le probléme lorsque le degré de P est au plus n — 1
grace aux interpolateurs de Lagrange. Si le degré de P est supérieur ou égal a n, notons L le
polyndme interpolateur associé aux a; et b;. Le polynéme P — L s’annule en ay,...,a,. Ona
donc

X)=ad b H — 4 (X - a)(X —az) -+ (X~ an).

i — Q;
i=1 j= 1)7&1 )

Solution de I'exercice 9 Un polyndme a coefficients rationnels est clairement solution. Récipro-
quement, si P est un polyndme de degré n vérifiant cette propriété, alors en interpolant en
n + 1 points rationnels, on remarque que P est a coefficients rationnels.

Solution de l'exercice 10
1. Soiti > n. Alors

On traite similairement le cas i < 0.

2. On remarque que H,,(n) =1 et H, (i) = 0 pour des entiers 0 <i <n —1.Si P € C[X] est
tel que P(k) € Z pour tout k € N, notons n le degré de P et soit

Le polyndme Q est de degré n et possede n + 1 racines 0,1,...,n. On en déduit que
Q est nul. Les polynémes cherches sont donc des combinaisons linéaires entieres des

polynomes de Hermite.
LI Lo
k—i _ AT
(X+1)H(-1) Z(J < (J.)x)( 1)
i=0 j=0
=j

v (5 (0)

Ainsi, en identifiant les coefficients, la somme cherchée est nulle pour 0 <j < k—1
et vaut 1 pour j = k.

XF=(X+1-1* = >

: (O

(ii) Pour prouver que 1. implique 2., si P est de degré n, on peut écrire

On a alors pour tout entier j > 0.
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et ) _ )
EZGJVﬂ(Qua=§:v4ﬁﬂ(jPU)= b4fﬂ(3<i)wk)
=0 ) j=0 ) j=0 k=0 )

D’apres ce qui précede, cette somme est nulle pouri > n + 1.
Pour montrer que 2. implique 1., on voit que le polyndme

P(X) =) wiHi(X)
i=0

convient en utilisant un raisonnement similaire.

Solution de I'exercice 11 On met P sous forme canonique : P = a(x — b)? + ¢. On translate de b
selon 1’axe des abscisses, de —c selon ’axe des ordonnées, et on applique une homothétie de

rapport .

Solution de I’exercice 12 Soit (x,y, z) une solution. Visiblement, aucun de ces nombres n’est nul.
En retranchant la troisieme équation a la deuxiéme équation, on en déduit que zx = xy,
puis, en simplifiant par x (qui est non nul), on obtient que z = y. En retranchant la troisieme
équation a la premiere équation, on obtient : y> — xy = 8, ou encore xy = y*> — 8. La deuxieme
équation se réécrit y?x + xy = 4. Il vient donc :

yly>*—8)+y*—8=4,

ou encore y> + y> — 8y — 12 = 0. On remarque que y = 3 est une solution. En effectuant la
division euclidienne de y> + y> — 8y + 12 par y — 3, on trouve :

Y+y -8y —12=(y—3)(y* +4y+4) = (y—3)(y +2)*

On en déduit que y = z = 3 ouy = z = —2. Dans le premier cas, x = ; et dans le deuxieme
cas, x = 2. Réciproquement, les triplets (2, —2, —2) et (%, 3,3) sont solution et ce sont donc les
seules.

Solution de I'exercice 13 Supposons que ax? — (a + 3)x 4+ 2 = 0 admette deux racines de signe
opposé, notées z;, z,. Alors d’apres les relations de Viete, z1z, = 2/a. Or z; et z, sont de signe
opposés si, et seulement si, z;z, < 0. On en déduit que a < 0. Réciproquement, si a<0, alors le
discriminant de I’équation vaut a®> — 2a + 9. Pour montrer qu’il est positif, utilisons la forme
canonique en écrivant a>—2a+9 = (a—1)?48 > 0. Ainsi, lorsque a < 0, il y a deux solutions
réelles notées z;,z,. D’apres les relations de Viete, z,z, = 2/a < 0, de sorte que z; et z; sont de
signe opposés.

Remarquons que dans la preuve de la réciproque, il a d’abord fallu montrer que le poly-
nome avait deux racines réelles avant d’utiliser les relations de Viete.

Solution de I'exercice 14 On pose P = Y axX¥, et on appelle n le degré de P. La somme des

racines de P(*) vaut a“c:g;i)l(;f ’(iléil’]k) = a“j::k) . La suite est donc arithmétique, de raison
—Qn1
nan °

Solution de I'exercice 15 Indication : introduire 0y = x +y et 0, = xy, puis écrire les équations
correspondantes pour o et 0y, puis les résoudre.
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Solution de 'exercice 16 On a clairement x/(x +y) +y/(x +y) =1 et

x Yy Xy
. g :1.
x+y x+y x2+2xy+y?

Ainsi, x/(x +y) et y/(x + y) sont les racines de t* — t + 1 = 0, de sorte que les sommes
Sk = (x/(x+y))*+ (y/(x +y))* vérifient Sp =2,S; = 1 et

Skq2 = Sx41 — Sk

pour k > 0. On en déduit que la suite (Si) est période de période 6, ses valeurs étant succes-
sivement2,1,—-1,-2,—-1,1,2,1,—1,.... On en déduit que Sy3 = —2.

Solution de l'exercice 17 On écrit les relations de Newton :

81—01 :O, 82—0181+202:0, S3-O'1$2+0'281—30'3 =0.

Ainsi, 0y = 3, 0, = 3, 03 = 1. On en tire que x, y, z sont racines de t* —3t> 4+ 3t —1 = 0. Or
t?—3t24+3t—1=(t—12. Doncx=y=z=1.

Solution de l'exercice 18 Voir le TD.

Solution de l'exercice 19 Ecrivons

P(P(x)) — Q(Q(x)) = (Q(P(x)) — Q(Q(x))) + S(P(x)),

ou S(x) = P(x) — Q(x). Suppsons que S # 0. Soient k le degré de S et n le degré de Q. On voit
aisément que le degré de Q(P(x)) — Q(Q(x)) est n? — n + k et que le degré de R(P(x)) est kn.

Sik > 1,0onakn < n?>—n+k, et donc le degré de P(P(x)) — Q(Q(x)) est n™ —n + k,
absurde.

Si k = 0, S est constant. Ecrivons S = c. On obtient alors que Q(Q(x) +c) = Q(Q(x) —c).
Ainsi, Q(z + ¢) = Q(z) — ¢ pour une infinité de réels z, et donc Q(x + ¢) = Q(x) — c. Donc
Q(kec) = Q(0) — ke pour tout entier k, et donc Q(x) = Q(0) —x. Ceci contredit le fait que Q est
unitaire.

Solution de I'exercice 20 Ecrivons P(x) = x™Q(x) pour un certain entier n > 0 et Q(x) un po-
lynome tel que Q(0) # 0. Alors Q vérifie la propriété de I'énoncé. Si Q n’est pas constant, en
faisant tendre x vers l'infini, on voit que forcément Q(0) = 0, absurde. Donc Q est constant
est P est de la forme P(x) = cx™ avec ¢ € R et n > 0. Réciproquement, on vérifie que les
polyndmes de la forme P(x) = cx™ avec |c| < 1 et n > 0 conviennent.

Solution de l'exercice 21 Soit P(x) = 1 +x + --- +x™ 1 = (1 —x™)/(1 — x). Ainsi, P(x) divise
P(x?) si et seulement si il existe un polyndme Q(x) tel que

1—x*" 1—xm
1—x2 = QM 1—x"’

ou encore
(1+x™) = Q(x)(1+x).

Ainsi, P(X) divise P(X?) si et seulement si —1 est racine de 1+X™, autrement dit si et seulement
sin est impair.
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Solution de l'exercice 22 La premiere assertion est vraie (utiliser le théoreme de Bézout pour les
nombres entiers avec 7 et 12). La seconde assertion est fausse (prendre x = 21/3).

Solution de I'exercice 23 Supposons par I'absurde que P admette une racine réelle, x. Alors
o® + o + 1 est une autre racine du polyndme, strictement supérieure a la précédente. On
construit ainsi une infinité de racines distinctes, contradiction. Donc toutes les racines de P
sont complexes, donc P est de degré pair.

En outre, il existe bien de tels polyndomes P. Ainsi, pour tout entier naturel k, le polynéme
Pe(X) = (X*+1)* = (X+1)*(X—1)* est bien tel que Py (X?+1) = (X24+X+1—1)*(X2+X+1+1)k =
(X+14+DX+T =X =1 X+1)* = (X*+2X +2)%(X? + 1) est soit divisible par Py (X).

Solution de I'exercice 24 On écrit P comme produit de polyndmes irréductibles dans R. P est
le produit de polyndmes de degrés 2 de discriminant négatifs et de polynomes de la forme
(x — a)** (en effet si la multiplicité d’une racine était impaire, au voisinage de cette racine on
pourrait rendre P négatif). Pour exprimer la partie complexe comme somme de carrés, on la
sépare en deux termes conjugués 1'un de 'autre (en séparant les termes (X — z) des (X — z)).
Cela termine, car (P —iQ)(P +1iQ) = P? + Q2.

Solution de I'exercice 25 On démarre par diviser P par son contenu, ce qui ne modifie pas les
hypotheéses (car ce contenu est impair). Supposons par 1’absurde que P a toutes ces racines
rationnelles. Comme c(P) = 1, ces racines sont entieres. Comme d est impair, ces trois racines
sont impaires, et les relations coefficients racines montrent que b et ¢ sont impairs, ce qui est
absurde.

Solution de l'exercice 26 Supposons qu’il existe deux polyndmes g et h, a coefficients entiers,
tels que f = gh. Comme f(0) = 3, on peut supposer, sans perte de généralité que |g(0)| = 3 et
on écrit: g(x) = x*+ar_1x* 1+...4ap (ap = +3). On s’inspire maintenant de la démonstration
du critere d’Eisenstein : soit j le plus petit indice tel que a; ne soit pas divisible par 3. On pose
h(x) =xP +bp_1xP 1+ ...+ bg et f(x) = x™ + crn1x™ ! + ... + ¢y, il apparait que le coefficient
¢ = ajbg + aj_ici + ... n'est pas divisible par 3 car bpay = 3 et ayp = +3. Compte tenu de
I'expression de f,j > n —1, donc k > n — 1 donc p < 1 donc le polynéme h s’écrit £x + 1, ce
qui est absurde car f(+1) = 0.

Solution de I’exercice 27 On écrit P sous la forme P(X) = Q(X)(X—a)(X—=b)(X—c)(X—d) +5,
et on suppose par 1’absurde que P(k) = 8. Alors Q(k)(k — a)(k —b)(k —c)(k —d) = 1. O,
(k—a), (k—0b), (k—c) et (k — d) sont des entiers distincts, et comme 3 est premier, il ne peut
pas étre écrit comme produit de 4 entiers distincts : il y a la une contradiction.

Solution de I'exercice 28 En injectant a = b = ¢ = 0, on trouve P(0) = 0. En prenantb = ¢ =0,
on obtient P(—2a) = 3P(—a) +P(a), et ce pour tout a. On suppose P de degré n. En examinant
les coefficients dominants, on obtient 2™ = (—1)™ + 3, donc n vaut 1 ou 2, et P est de la forme
aX? 4+ bX. On vérifie réciproquement que ces polyndmes conviennent.

Solution de I'exercice 29 On remarque tout d’abord, en prenant b = ¢ = 0, que P est pair, et
ne contient donc que des termes de degré pair. En évaluant en zéro, on trouve que le terme
constant doit étre nul. On essaie ensuite a = 6x, b = 3x et ¢ = —2x. Cela donne P(3x)+ P(5x) +
P(—8x) = 2P(7x). On note n le degré de P. En comparant les coefficients dominants, on trouve
3" 45" + (—8)™ =2 - 7™. C’est impossible pour n > 5. P est donc de la forme aX* + bX?. On
vérifie réciproquement que ces polyndmes conviennent.
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Solution de I'exercice 30 Soit ¢, (k) le nombre de permutations de longueur n. Pour résoudre
I'exercice, établissons une relation de récurrence sur les c,, (k). Nous allons, pour cela, dénom-
brer les permutations 0 € &, tel que cyc(o) = k en les comptant séparément selon la valeur
de o(n). Si o(n) = n, on remarque que se donner une telle permutation revient simplement a
se donner une permutation de {1,...,n — 1} ayant (k — 1) cycles (puisque n est tout seul dans
son cycle). Il y a donc ¢,,_1(k — 1) permutations qui relevent de ce cas.

Examinons maintenant le cas ol1 0(n) est un entier m fixé strictement inférieur a n. L'entier
n apparait alors dans un cycle de o qui est de longueur au moins 2 (puisqu’il contient au moins
n et m) et on peut construire une permutation tde {1,...,n—1} simplement en retirant n de ce
cycle et en laissant les autres cycles inchangés. Par construction, il est évident que T a encore
k cycles. Par ailleurs, on peut reconstruire o a partir de T et I’entier m comme suit : on regarde
le cycle de T qui contient m et, dans ce cycle, on insere 'entier n juste avant m. On déduit de
cela qu'il y a c,—1(k) permutations a k cycles telles o(1) est égal a un entier m < n fixé.

En mettant ensemble les deux raisonnements précédents, on aboutit a c, (k) = cn_1(k —
1) + (n — 1)cn_1(k). En tenant compte du fait que ¢,,_1(0) = c_1(n) = 0 trivialement, et en
sommant 1'égalité précédente pour k variant de 1 a n, il vient :

—1

n n—1
Pr(x) =) calk)x* =) caa(kxX* 4+ (n—=1)> cu(kx*=(x+n—1)Py(x),
k=1

k=1 1

3

~
|

ce qui permet de conclure 1'exercice.

Solution de I'exercice 31 PREMIERE SOLUTION. Sin < 21, soit A un polyndme a coefficients
entiers tel que P = 2A+) " | X*. Pour tout polyndéme Q(X) € Z[X], on sait que Q(X)*—Q(X?) €
27[X] : il suffit, pour s’en convaincre, de développer Q(X)? et de considérer tous les coefficients
dans Z/27, annulant ainsi les doubles produits. Un récurrence montre alors qu’il existe un
polynome B € Z[X] tel que (X — 1) = X2* +1 4 2B(X).

Or, si (X —1)™ divise P et si m > 2, c’est qu'il existe deux polynomes C et D, ot C a
ses coefficients dans {0, 1}, tels que P = (X — 1)%(C +2D). En développant, on trouve 2A +
S Xt = (X" 4+1)C+2((X—1)*D 4 BC +2BD). En outre, puisque n. < 251, alors deg(C +
2D) < 2%, donc deg C < 2*. En particulier, (X2* + 1) a ses coefficients dans {0,1}. Ainsi, le
polynéme 3 I, X' — (X" + 1)C a des coefficients pairs et appartenant a {—1,0,1} : ils sont
tous nuls. Puisque n > 2¥, on en déduit que deg C > 2% — 1, donc que deg C = 2% — 1 et que
n=2%+degC =2"1—-1.

DEUXIEME SOLUTION. Cette solution fait appel a des notions a priori plus avancées, mais
apparait alors comme plus naturelle : c’est d’ailleurs d"une telle solution que I'on peut « hu-
mainement » trouver une solution telle que la premiere solution.

L’énoncé suggere de se placer a la fois modulo 2 (les coefficients de A sont impairs) et
modulo (X—1)2" (on veut tester une divisibilité par (X—1)™ avec m > 2¥) : qu’a cela ne tienne,
faisons les deux a la fois ! Tout d’abord, on remarque, comme dans la premiére solution, que,
sitot qu’on se place dans F,[X] (F, désigne le corps a 2 éléments, c’est-a-dire Z/27Z), on sait que
(a4 b)?> = a® + 2ab + b? = a® + b% Une simple récurrence montre alors que Q(X?) = Q(X)?
puis que (X — 1)%" = X*" 4 1.

Ensuite, notons que A = Y I X' = X;ifl (mod 2). On en profite pour se rappeler que
n = degA > m > 2%, de sorte que n +1 > 2%, Alors X2 + 1 divise (X + 1)A = X1 4+ 1
dans F»[X]. Or, sion écritn +1 = g2* + ravec q € Net 0 < v < 2%, on sait que X" +1 =
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X" +1 (mod 2, X***1). Donc X** + 1 divise aussi X" + 1 dans FF,[X], de sorte que v = 0. Ainsi, 2%
divisen +1 > 2%, doncn+ 1 > 2+, ce qui conclut.

2 TD de polyn6émes

- Enoncés des exercices -
Exercice 1 Soit P un polyndme a coefficients entiers. Montrez que pour tous entiers a et b,
(a —b) divise (P(a) — P(b)).
Exercice 2 Trouver tous les polyndmes réels P tels que P(0) = 0 et P(X? + 1) = P(X)? + 1.

Exercice 3 Soient a, b, ¢, d les quatre racines de X* — X3 — X2 — 1. Calculer P(a) +P(b) + P(c) +
P(d),ou P(X) =X —X> —X*—X3—X.

Exercice 4 Soit P un polyndme réel. Le reste de la division euclidienne de P(X) par X —1 est 2
est le reste de la division euclidienne par X —2 est 1. Quel est le reste de la division euclidienne
de P(X) par X? —3X +27?

Exercice 5 Trouver tous les triplets x, y, z tels que
x+y+z = 5
X*+y*+z22 = 19
X +y+2° = 53

Exercice 6 Le produit de deux des quatre racines du polyndme
P(X) = X* — 18X 4 kX* 4 200X — 1984

est égal a -32. Trouvez k.

Exercice 7 Soit P un polyndme réel qui vérifie P(x) > 0 pour tout x € R. Montrez qu’il existe
deux polyndémes Q et R tels que

Exercice 8
1. Trouvez tous les polynomes réels P tels que P(X?) = P(X)2.
2. Trouvez tous les polyndmes réels P tels que P(X?) = P(X)P(X + 1).
3. Trouvez tous les polyndmes réels P tels que P(X 4+ 1) + P(X — 1) = 2P(X).
Exercice 9 Soit P un polynome réel qui vérifie P(cosx) = P(sinx). Montrer qu’il existe un

polyndéme Q tel que
P(X) = Q(X* — X?).
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Exercice 10 Soit P un polynéme a coefficients entiers de degré n > 2. Soit k un entier et Q le
polynome
Q(X) =P(P(---(P(X))---)),

ou P est écrit k fois. Montrez qu’il y a au plus n entiers a tels que Q(a) = a.

Exercice 11 Trouver tous les couples de polyndmes réels P et Q tels que

P(Q(X))=(X—-1)(X—=2)...(X—15).

Exercice 12 Soit P un polynome a coefficients entiers. Soit n un entier impair et x1,%,, ..., Xn
une famille de n entiers tels que P(x;) = x, P(x2) = X3, ..., P(xn,) = x1. Montrez que tous les
xi sont égaux.

- Solutions des exercices -

Solution de I'exercice 1 Ecrivons P sous la forme P(X) = > o piX". En utilisant la relation a™ —
b"=(a—b)(a™ '+ a?b+---4+ ab™ 2+ b™" 1), on trouve la factorisation

n i—1
P(a) —P(b) = (a—b) (Z pi ) al’b”i) ,
1i=0 j=0

d’ot1 ’on tire la relation de divisibilité demandée.

Solution de I'exercice 2 Soit (1,,) la suite réelle telle que 1y = 0 et u, 1 = u% +1. Une récurrence
immédiate montre que P(u,) = u,. La suite (u, ) étant strictement croissante, le polynome
P(X) — X a une infinité de racines, ce qui prouve que P(X) = X, qui est effectivement une
solution du probleme.

Solution de I'exercice 3 Tout d’abord, remarquons que P(X) = X?(X*—X3—-X2—1) - X3+ X2 —X.
En utilisant la formule de récurrence sur les polyndmes symétriques, il nous suffit de calculer
—S3+S5—-5,.0r,01 =1,00 = —letos =0.DoncS; =07 =1,S, = 0:S1 — 20, = 3 et
S3 = 01S, — 0,51 + 303 = 4, et la somme recherchée est —2.

Solution de l'exercice 4 La clé est d’utiliser le théoreme des restes chinois pour les polyndmes :
en 'occurrence, on introduit le polynéme Q(X) = —X 4 3. Alors P(X) et Q(X) ont méme reste
dans les divisions euclidiennes par X — 1 et X — 2, ce qui signifie que P(X) — Q(X) est divisible
a la fois par les polynomes X — 1 et X — 2 premiers entre eux, donc par leur produit X? —3X+2.
En particulier, le reste recherché est Q(X) = —X + 3.

Solution de l'exercice 5 On utilise une fois de plus la formule de récurrence sur les polyndmes
symétriques : ici S1 = 5,5, =19 et S3 = 53, donc 0y = §; =5, 0y, = %(0181 —S,) =3et
03 = %(83 — 015, + 0,51) = —9. Les réels x, y, z recherchés sont donc les racines du polyndéme
X3 —01X2+ 0,X — 03 = X3 —5X% + 3X +9 = (=3 + X)%(1 + X). A symétrie des variables x, y et
z prés, nous recherchions donc le triplet (—1,v/31, —/31).

Solution de l'exercice 6 Notons a et a’ les racines de P donc le produit vaut —32, b et b’ les deux

autres racines de P. On sait que aa’bb’ = —1984, donc bb’ = :1—?34 = 62. Ainsi, a’ = —% et

b’ = %.Enoutre, at+a’+b+b' = a—%+b+%2 = 18, tandis que aa’bb’ (% + % + % + %) =
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—1984 (L — 8 + 14 b)) = 200, ou encore —&E& + b = 2 Ces deux égalités nous
indiquent donc que a + a’ =4 et b + b’ = 14. Puisque k = aa’ + bb’ + (a + a’)(b+ b’), il

s’ensuit que k = 86, qui, réciproquement, convient bien.

Solution de I'exercice 7 1l s’agit en fait de I'exercice 24 prévu en cours, mais non traité durant la
séance et donc reporté a la séance de TD.

Solution de l'exercice 8

1. Si x = rexp(i0) est une racine de P et y = /Texp(i6/2) une racine carrée de x (avec
0 <ret0 < 0 < 2m), alors p est aussi une racine de P. Ce faisant, si P admet une racine
non nulle, alors il admet des racines ayant une infinité d’arguments différents, et donc
P = 0. On peut ainsi chercher P de la forme P(X) = c¢X™, qui convient si et seulement si
x €{0,1}.

2. Si x est une racine de P, alors x? et (x — 1)? aussi : si P est non nul, alors |x| € {0,1},
donc [x — 1] € {0,1}, de sorte que x € {0,1, w, @}, ot w = exp(%”). Ainsi, ni (w — 1)? ni
(@ — 1?) nest racine de P, d’ot x € {0,1}: P(X) = cX¢(X — 1)°. L’équation devient alors
XX =1)P(X+1)° =c3(X —1)°X* P (X 4 1)@ : les solutions sont donc les polyndmes
dela forme cX™(X —1)™, ot x € {0, 1}.

3. Posons tout d’abord a = P(1) — P(0) et b = P(0). L'équaiton donne P(X + 1) — P(X) =
P(X) — P(X—1), donc P(n + 1) — P(n) = a pour tout entier n € N. En particulier, le
polynome P(X+1) —P(X) — a est donc nul, et on sait que P(n) = b +mna pour tout entier
n € N, de sorte que le polyndme P(X) —aX—Db est lui aussi nul. Ainsi, P est un polynéme
affine, et alors il convient en effet.

Solution de l'exercice 9 Soit v € [—1,1] un réel, et x = arcsin(r). Alors P(r) = P(sinx) =
P(cosx) = P(cos(—x)) = P(sin(—x)) = P(—r), de sorte que P est pair et que l'on peut écrire
P(X) = R(X?). L'équation devient alors : R(r?) = P(r) = P(sinx) = P(cosx) = P(v/1 — sin®x) =
R(1 —sin®x) = R(1 —12). Tout réel 12 € [0, 1] est donc racine du polyndéme R(X) — R(1 —X), de
sorte que R(X) = R(1 — X) : en posant S(X) = R(X + 1/2), il vient S(X) = R(X + 1/2) =
R(1/2 — X) = S(—X), donc S est pair et l'on peut écrire S(X) = T(X?). Enfin, en posant
Q(X) = T(X+1/4), il s’ensuit que P(X) = R(X?) = S(X?—1/2) = T(X*—X>+1/4) = Q(X*—X?).

Solution de I'exercice 10 Supposons que l'entier a soit un point fixe de Q. On définit la suite
(ai) par agp et a;y1 = P(a;). Alors on sait que ay = ay, et que chaque a;; — a; divise P(a;;1) —
P(ai) = ait2 — ai1. La suite (a;) est cyclique, et la suite des différences de deux termes
consécutifs croit (en valeur absolue), de sorte que a, = ag et que a est point fixe de P(P(X)) et
décrit, sous l’action de P, une orbite de cardinal 1 ou 2 (cela veut dire que la suite (a;) prend
une ou deux valeurs distinctes).

S’il n’existe aucune telle orbite de cardinal 2, alors a est nécessairement point fixe de P(X)
et, puisque P(X) — X est de degré n, il existe au plus n tels points. S’il existe deux entiers a < b
tels que P(a) = b et P(b) = a, soit c un point fixe de P(P(X)), et d = P(c), tels que ¢ < d. Alors
c — a divise d — b, qui lui-méme divise ¢ — a, donc [c — a| = |d — b|; de méme, ¢ — b divise
d — a, qui lui-meme divise ¢ — b, de sorte que |c — b| = |d — a|. Cela montre que a+b =c+d,
de sorte que c est nécessairement une racine du polynéme X + P(X) —a — b, dont le degré est
n : ainsi, méme dans ce cas, P(P(X)) a au plus n points fixes entiers.
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Solution de I'exercice 11 Posons R(X) = []r_,(X — k), ainsi que m = degP et n = degQ.
Notons que, si a # 0, alors remplacer P(X) et Q(X) par P(*32) et aQ(X) + b ne change rien
au probléme, de sorte que I'on suppose tout d’abord que Q est unitaire et que Q(1) =0: 0 est
alors racine de P, qui se trouve lui aussi étre unitaire.

En outre, 15 = degR = mn, donc (m,n) € {(1,15),(3,5),(5,3),(15,1)}. Si m = 1, alors
nécessairement Q(X) = X — 1 et P(X) = R(X) + 15!. Si m = 15, alors nécessairement Q(X) =
R(X) et P(X) = X. Il nous reste donc a nous intéresser au cas ot m = 3 ou bien m = 5.

Dans ces deux cas, soit A; les racines de P (avec 1 < i < m) et u; ; les racines de Q —A; (avec
1<j<n).Onsaitque{p;:1<i<m1<j<n}={12,...,15}:les n familles de racines
(Mij)i<j<m ont les mémes polyndomes symétriques oy, ..., 0m_1, donc les mémes polynomes
de Newton Sy, ..., S 1 (avec S, = 3, u¥;). En particulier, Sy, = + SO tipourl <k <m;
et, puisque les p;; sont entiers, Sy est entier également.

Or, pour m = 5, on remarque que I’on doit avoir Y_}*, t* = 1 (mod. 3), de sorte que S, ne
peut étre entier : cette situation est impossible. Il nous reste a étudier le cas m = 3, ot1 'on peut
écrire Q(X) = (X —1)(X — w1 2) (X — my3), en choisissant A; = 0. Alors p1, + 33 =S —1 =23
et ui, + ui; = S; —1 = 247, de sorte que i3 = %247 = 141; 141 est un nombre premier,
donc une telle factorisation n’existe pas.

Les polynomes P et Q recherchés sont donc les polynémes P(X) = R(X;b) et Q(X) =
aX +b, oubien P(X) = X2 et Q(X) = aR(X) +b,otta € R*etb € R.

Solution de 'exercice 12 D’apres l'exercice 1, on sait que x, —x; divise x3 —x,, qui divise x4 — X3,

etc, jusqu’a x, —xn_1, qui divise x; —x,,. Les [xi 11 —x;| sont donc deux a deux égaux (en notant

X1 = Xn41), de sorte que 1’on peut écrire xi1 = x; + ag;, avec a = [x; — x4| et ¢y € {—1,1}. En
. . n . . .

particulier, 0 = x41 — X1 = a)_;_, & : le facteur de droite est un nombre impair, donc non

nul, de sorte que a = 0, c’est-a-dire que x; =X, = -+ - = Xp,.
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4 Groupe D : géométrie

1 Cours/TD de géométrie : inversions

Le but de cette séance est de vous présenter une transformation géométrique tres puis-
sante, et potentiellement utile pour la résolution de problémes olympiques : I'inversion.
Dans toute cette partie, tous les angles sont orientés et considérés modulo 27t.

- Inversion : définition et action sur les angles -

Soit € le plan euclidien usuel.

Définition 4.1. Soit O un point du plan &, et p un réel non nul. On appelle inversion de pole
O et de puissance p la transformation de £\{O} dans lui-méme envoyant le point M sur le
pomt M’ de (OM) tel que OM’ - OM = p. (Autrement dit, M’ est le point de (OM) tel que

OM’ = 5> 0OM). Nous la noterons Io .

om?

Remarques 4.2.

— Clairement, Ip,(Io,(M)) = M : I'inversion est une involution. En particulier, elle est
bijective.

— Soit r la racine carrée de [p|. Notons Co . le cercle de centre O et de rayon r. Alors I,
échange intérieur et extérieur de Co r, agit comme la symétrie de centre O sur Co , si p
est négatif, et stabilise Co , si p est positif. On appelle souvent I ,2 I'inversion de cercle
Co,r

— Soit P un point non fixé par I ,,. Alors la puissance de O par rapport a un cercle passant
par P et P’ est p, la puissance de l'inversion considérée.

Proposition 4.3. Soient P et Q dans E\{O}, et P’ et Q’ leurs images par Ip,. Alors OPQ et
OQ’P’ sont inversement semblables.

Démonstration. Clairement, POQ = P’OQ’. De plus, 2 & = 2L % 2. O
Remarques 4.4. On en déduit deux propriétés importantes :
— une formule bien pratique sur l'effet de I'inversion sur les distances :
oQ’ _ Il
PQ =—=.P P
Q OoP Q= OP-0Q Q
— l'effet de I'inversion sur les angles issus du pole : O/P\Q = —O@P’ . En particulier, P, P/,

Q et Q' sont cocycliques.

Cela nous permet de déduire I’effet d’'une inversion sur des angles plus généraux :

Proposition 4.5. Soient A, B et C des points distincts du podle. On a alors ABC = C'B'A’ +
A’OC’.

Démonstration.
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ABC = ABO + OBC
— OA’B'+B’C'O
=2+ A’OB’ + OB’A’ + C'B’O + B’OC’
— C’B'A’ + A’OC".
O

Que se passe-t-il si A et C sont tres proches de B ? Et bien, par continuité de 1'inversion

I'angle ATOC’ est tres petit, et donc C/B/A’ est tres proche de ABC. On dit que l'inversion
renverse localement les angles. Voici un autre point de vue : considérons deux courbes suffi-
samment réguliéres s’intersectant en B. On les parametre par deux fonctions ¢ et de R dans

—_

€ valant B en 0. Quand t est tres petit, I'angle ¢(t)B(t) tend vers 1’angle entre les tangentes
en B des deux courbes, qui par définition est I’angle entre les deux courbes. De méme, 1’angle

(I)(t)%’\ll)(t)’ tend vers 'angle entre les images de nos deux courbes par l'inversion. Enfin,

—

I'angle ¢(t)’OP(t)’ tend vers 0. Nous avons montré que l'inversion inverse les angles entre
courbes. Par exemple, les images de deux droites orthogonales par notre inversion seront
deux courbes orthogonales.

- Images des droites et des cercles -

Cette section est justement dédiée a 1’étude de I'image de certaines courbes par une inver-
sion.

Proposition 4.6. L'inversion Io ,, laisse globalement stable toute droite passant par O.

Proposition 4.7. L'inversion Io ;, envoie un cercle ne passant pas par O sur un autre cercle ne
passant pas par O.

Démonstration. On pourrait raisonner en regardant 1’effet de l'inversion sur le théoreme de
I’angle inscrit, mais je préfere donner une preuve inspirée des remarques suivantes :

— Linversion Io ,, laisse globalement invariant tout cercle tel que O ait pour puissance p

par rapport a ce cercle.

— Notons hp )\ 'homothétie de centre O et de rapport A. Alors ho o Iop, = Lo ap.
Considérons donc € un cercle ne passant pas par O. Notons p’ la puissance de O par rapport
a ce cercle (qui est non nulle). Alors Ip ,(C) = ho,% o lpp(€) doncIpp(€C) = ho,ﬁ (C) qui est
de toute évidence un cercle ne passant pas par O. O
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Notons que, par symétrie du probleme par rapport a la droite reliant pdle et centre du
cercle, le centre du cercle de départ, le centre de son image et le pdle sont alignés, un fait sou-
vent bien utile. Autre fait utile que I’on pourrait déduire de cette preuve : si C et €’ sont deux
cercles et O un point, il existe une inversion centrée en O envoyant € sur C’ si et seulement
sil existe une homothétie centrée en O envoyant C sur €’

Proposition 4.8. L'inversion I ;, envoie une droite ne passant pas par O sur un cercle passant
par O et envoie un cercle passant par O sur une droite ne passant pas par O.

Démonstration. Soit D une droite ne passant pas par O. Soit P le projété orthogonal de O sur

D. Soit Q sur D. L'angle O/P\Q est droit, donc I’angle O@P’ est droit, donc Q' appartient au
cercle de diametre OP’.

Q

Réciproquement, soit € un cercle passant par O, P le point de € diamétralement opposé a

O. Soit Q sur €. L'angle O/Q\P est droit, donc 1’angle O@’ est droit, donc Q’ est sur la droite
orthogonale a OP’ passant par P’.

]

Voici une autre fagcon de formuler ces résultats. Rajoutons au plan un point a l'infini, que
nous appelons co. Etendons I'inversion I, en une application de & U{co} dans lui-méme, en
décrétant que le pole est envoyé a l'infini et que le point a l'infini est envoyé sur le podle. La
nouvelle inversion est elle aussi involutive. Disons enfin que, par convention, les droites sont
les cercles passant par le point a I'infini. Alors les résultats de cette partie disent simplement
que l'inversion envoie cercles sur cercles.

- L'inversion en pratique -
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Maintenant, nous allons voir comment se servir de l'inversion pour résoudre des pro-
blemes de type olympique. L'idée de base est la suivante : choisir une inversion, puis a 'aide
des propriétés des inversions traduire les propriétés de la figure de départ en propriétés de
la figure inversée. Si I'inversion est judicieuse, la figure inversée sera facile a étudier, on dé-
montre donc des résultats sur cette figure inversée, puis on applique a nouveau l'inversion
pour voir ce que ces résultats nous disent sur la figure de départ. Le point important est bien
str le choix de I'inversion.

Une des forces de cette technique est qu’elle permet de se débarasser des cercles (en in-
versant par rapport a un des points du cercle), ce qui permet par exemple de transformer des
problémes pénibles de tangences ou d’orthogonalité de cercles en des problémes plus simples
faisant intervenir des droites.

Exercice 1 Soit P un point, €y, C;, €3 et €4 quatre cercles tels que C; et C; soient extérieurement
tangents en P, et que G, et €4 soient extérieurement tangents en P. Supposons que €; et C;, C,
et C3, C3 et C4 et C4 et C; s’'intersectent en des points A, B, C et D distincts de P. Prouver que

AB-BC _ PB?
AD-DC  PD?

Solution de l'exercice 1 Appliquons une inversion de centre P et de puissance p quelconque.
Cette inversion transforme C;, C;, C3 et C4 en quatre droites Dy, D,, D3 et D4 passant par P,
telles que D et D3 soient paralleles, et D, et D4 soient paralléles (en effet P, 'unique point
d’intersection de C; et C3, est envoyé a l'infini par 1'inversion).

Ainsi, A’, B/, C’ et D’ sont les sommets d"un parallélogramme, donc A'B’ = C'D’ et B'C’ =
D’A’.

Utilisons la formule sur les distances pour revenir aux distances de départ, on obtient

AB (D BC DA
PA-PB  PC-PD’ PB-PC PD:PA’

d’ot le résultat recherché.
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Une autre force de l'inversion est la relation O/Pﬁ = —O@P’ , qui permet de changer le
sommet d"un angle, et permet de simplifier grandement certaines relations faisant intervenir
des sommes d’angles. Cette astuce permet notamment de trivialiser les exercices 2 des olym-
piades 1993 et 1996.

Exercice 2 Soit ABCD un quadrilatére tel que DAB + BCD = 90°. Montrer que

AB?.CD? + AD?.BC? = AC?.BD>~

Solution de l'exercice 2 Appliquons une inversion de centre D et de puissance p quelconque.
Alors

90° = DAB + BCD
— A’B'D + DB'C’
= A’B'C".

On en déduit que A’B”? + B’C"? = A’C"?, donc que

2 2 2

BC2 P

P ' 2 P .
ABT+ - DA2.DC(?

— _— 2
DAZ - DB? DB2-DC? AL

ce qu’il fallait démontrer.

Remarque 4.9. Je n’ai pas donné cet exo pendant la séance, traitant a la place I'exo 2 des OIM
1996, pas bien plus difficile. En effet je me suis rendu compte juste avant la séance que mon
exercice était un cas particulier de 1’exercice 98 de la muraille, et que cette preuve résolvait
aussi l'exercice : I'égalité demandée est juste l'inversée de la formule d”Al-Kashi appliquée a
A’B’C’. Je la laisse donc I'exercice ici comme preuve alternative de cet exercice.

Dans ces deux exemples, nous avons considéré la figure de base et son inversée indé-
pendamment. Les cas plus compliqués obligent souvent a étudier les deux figures en méme
temps. il faut alors faire attention au choix de la puissance, afin que les deux figures se super-
posent agréablement.

Exercice 3 Prouver le théoreme de Feuerbach, qui dit que le cercle d’Euler d"un triangle est
tangent au cercle inscrit et aux trois cercles exinscrits.

Solution de I'exercice 3 Fixons quelques notations. Appelons ABC notre triangle, a, b et c les
longueurs de ses cotés, p son demi-périmetre, A’, B’ et C’ les milieux de ses cotés, C son cercle
inscrit, et C4 le cercle exinscrit opposé au sommet A. Par symétrie, il suffit de montrer que
C et Ca sont tangents au cercle d’Euler. Une idée est d’inverser par rapport a un point du
cercle d’Euler, probablement A’ : montrer qu'une droite est tangente a deux cercles semble
plus simple que le probléeme d’origine. Le probleme, c’est qu’une inversion complique le reste
de la figure : AB et BC deviennent par exemple des cercles. Ce n’est pas tres grave : ce qui est
important, c’est que les images des deux cercles C et C5 soient faciles a controler.

185



Chapitre I11. Deuxiéme période 4. Groupe D : géométrie

Regardons donc la puissance de A’ par rapport a C et Ca. Appelons H et K les points
de tangence de ces cercles avec BC. Déja, si ¢ = b, la figure est symétrique par rapport a
la bissectrice intérieure du sommet A, et il est clair que A’ = H = K, le théoréme est donc
vrai. Supposons maintenant que b > c. Il est bien connu que CH =p —cet BK =p — b, et
donc A’H = A’K = ®3¢. La puissance de A’ par rapport aux deux cercles est donc (25<)?, et
lIinversion I, v—c ). les stabilise donc!

I faut maintenant montrer que cette inversion envoie le cercle d’Euler sur une droite tan-
gente aux deux cercles. Il n'y a pas le choix, il faut que cette droite soit le symétrique de BC
par rapport a la bissectrice intérieure du sommet A. Introduisons donc {3 et y les symétriques
de B et C par rapport a cette bissectrice, et montrons que B’ est envoyé par I'inversion sur un
point de 3y. Appelons B” I'intersection de 3y avec A’B’. Par théoreme de Thales, on obtient
A/B/ — %’

o8]

/ c — b bZ

SRRl L

AP c 2c

puis A’'B” - A’B’ = (A'B’ — B'B”) - A’B’ = (25¢)2. Ainsi, B” est bien 'image de B’ par notre
inversion. Par des calculs similaires, C’ est envoyé sur l'intersection C” de A’C’ et de By.
Ainsi, I'image du cercle d’Euler est une droite passant par deux points de 3y, c’est donc v,

ce qui termine.

B/B// — A’Y .

Pourquoi cette preuve marche-t-elle? Car notre centre d’inversion, A’, était sur le cercle
clé du probléme, mais aussi sur 1’axe radical des deux autres cercles € et C5, ce qui nous a
permit de conserver ces cercles. C’est une idée a retenir : les axes radicaux sont des candidats
particulierement intéressants pour des centres d’inversion.

Exercice 4 Soient A, B, C, D et E cinq points du plan en position générale (c’est-a-dire tels
que trois d’entre eux ne soient jamais alignés, et tels que quatre d’entre eux ne soient jamais
cocycliques). On appelle séparateur un cercle passant par trois de ces points, tel qu'un des
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deux points restant soit situé a I'intérieur du cercle, et I'autre a I'extérieur. Combien y-a-t-il de
séparateurs ?

Solution de I'exercice 4 On se rend vite compte que, si I’on essaie de traiter le probleme naive-
ment, on va rapidement se retrouver avec des études de cas parfaitement sordides. On s’arréte
donc une minute pour réfléchir a comment simplifier cette étude de cas au maximum. Pour
cela, on aimererait bien se débarasser du plus grand nombre de cercles possibles, ce qui incite
a inverser a travers un de nos points, disons A. Un autre facon de dire la méme chose est de
dire que ces questions de séparation seront plus simples avec un point a 1'infini, car il sera
toujours clair si ce point est séparé ou non des autres.

Dans toute la suite, j'appelerai ABC le cercle passant par les trois points A, B et C, et de
méme pour les autres cercles. Regardons donc I'effet de notre inversion sur les séparateurs. On
vérifie que I'inversion envoie un séparateur passant par A, disons ABC, sur une droite B'C’
séparant D’ et E’ : le segment DE, qui coupe ABC en exactement un point (distinct de A), est
envoyé sur un arc de cercle coupant la droite B’C’ en exactement un point. Réciproquement,
on vérifie de la méme fagon qu’une telle droite est renvoyée sur un séparateur.

Le deuxiéme cas est celui des séparateurs ne passant pas par A. Supposons donc que BCD
sépare A et E. Le segment AE coupe BCD en exactement un point (distint de A), donc 1'image
du segment, qui est une demi-droite issue de E, coupe le cercle B'C’'D’ en exactement un
point : E est donc a l'intérieur de ce cercle (et ce, que E soit intérieur ou extérieur a BCD).
Réciproquement, si B'C'D’ contient E’, on vérifie de méme que BCD est un séparateur.

On s’est donc ramené au probleme suivant : on considére quatre points du plan en position
générale, on cherche a compter le nombre de droites séparant deux de ces points, ainsi que
le nombre de cercles passant par 3 points contenant le 4-iéme. Il y a deux cas a traiter. Cas
1: si un des points, disons D, est a 'intérieur du triangle ABC, alors il y a trois telles droites,
AD, BD et CD, et un tel cercle, ABC (c’est le seul par un argument d’angle). Cas 2 : si les
points sont les sommets d'un quadrilatere convexe. Alors il y a deux droites qui conviennent,
les diagonales, et deux cercles : il y a forcément deux sommets, disons A’ et C’, tels que la
somme des angles en ces deux sommets soit supérieure stricte a 180° (car les points sont non
cocycliques), et par un argument d’angle les seuls cercles fonctionnant sont A’'B'D’ et C'B’D’.

Bonus ! Un exercice non fait en cours, mais déja tapé avant la séance, donc je le laisse ici.

Exercice 5 Soit ABC un triangle, M, N et P les points de tangence du cercle inscrit avec les
segments AB, BC et CA. Montrer que le centre du cercle circonscrit de ABC, le centre du cercle
inscrit de ABC, et 'orthocentre de MNP sont alignés.

Solution de l'exercice 5
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Soit I et O les centres des cercles inscrit, et circonscrits a ABC. On remarque que IPAM,
IMBN et INCP sont cocycliques, ce qui incite a se demander 'effet d’une inversion de cercle
le cercle inscrit a ABC. Elle stabilise M, N et P et envoie A sur un point A’ de la droite PM, et
de plus IA est orthogonal au cercle passant par IPAM (c’est un diametre), donc IA’ doit étre
orthogonal a I'image du cercle par I'inversion : la droite PM. Ainsi, comme IM = IP, A’ est le
milieu de PM, et A’B’C’ est le triangle des milieux de de PMN. Ce type de configuration sert
souvent, et est a retenir, pour pouvoir les repérer rapidement.

Le cercle circonscrit a ABC est donc envoyé sur le cercle d’Euler de MNP. Or on a dit dans
le cours que si une inversion envoie un cercle sur un autre, les centres de ces deux cercles
sont aligés avec le pole de l'inversion. Ainsi, O est sur la droite reliant I (le centre du cercle
circonscrit a MNP) avec le centre du cercle d’Euler de MNP. 1l est bien connu que cette droite
est la droite d’Euler de MNP, qui contient en particulier ’orthocentre de MNP, ce qui conclut
la preuve.

- Complément : inversion et géométrie projective complexe -

Cette partie n’a aucun intérét pour la résolution de problemes olympiques, et peut confor-
tablement étre sautée. Elle est destinée aux éleves connaissant un peu de géométrie projective
complexe, qui ont certainement remarqué les nombreux points communs entre inversions et
transformations projectives, et aimeraient savoir de quoi il retourne.

Les transformations projectives de la droite complexe sont les homographies, et admettent

une écriture de la forme z — 4222 Comment s’écrit une inversion en complexe ? On voit

facilement que l'inversion I ;, admet 1’écriture

0z — 00
z»—>o+zp i

— — 7

—0 Z—0

ou1 o désigne l'affixe du pole O. Ainsi, une inversion est « presque » une homographie, plus
précisément c’est la composition d"une homographie et de la symétrie axiale z — Z.
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Ainsi, une inversion est, a peu de choses prés, un cas particulier de transformation projec-
tive, et n’a donc que peu d’intérét sur le plan théorique. Elle a par contre un réel intérét pra-
tique : I'inversion a été construite de fagon a vérifier des propriétés géométriques agréables
que n’ont pas les transformations projectives générales, et elles méritent donc d’étre étudiées
a part. Je pense en particulier a la dualité cercles passant par le pole, droites ne passant pas
par le pole (qui est une propriété des involutions), fort confortable.

Les inversions sont tout de méme des transformations tres riches, on pourrait notamment
montrer que toute transformation projective (et méme toute transformation de € U {co} en-
voyant cercles sur cercles) s’écrit comme produit de réflexions et d’inversions. Ainsi, les in-
versions sont suffisamment riches pour récupérer toute la géométrie projective.

2 Cours de géométrie

- Exercices -

Exercice 1

Soit ABCD un quadrilatére convexe inscrit dans un cercle de centre O. Les diagonales
(AC) et (BD) se coupent en P. Les cercles circonscrits aux triangles ABP et CDP se recoupent
en Q. Si O, P, Q sont distincts, prouver que (OQ) est perpendiculaire a (PQ).

Exercice 2 (formule de Brahmagupta)
Soit ABCD un quadrilatere convexe inscriptible, a, b, ¢, d les longueurs de ses cotés AB,
BC, CD, DA et p son demi-périmetre. Montrer que :

aire(ABCD) = +/(p — a)(p —b)(p —c)(p — d)

Exercice 3
Existe-t-il un triangle dont les longueurs des cotés sont des nombres premiers et dont 1'aire
est entiere non nulle ?

Exercice 4

Soit ABC un triangle, O et I les centres de ses cercles circonscrit (de rayon R) et inscrit
(de rayon r). Calculer la puissance de I par rapport au cercle circonscrit 8 ABC. En déduire la
formule d’Euler : OI*> = R* — 2Rr.

Exercice 5

Montrer que si a, b, ¢ sont les longueurs des c6tés d'un triangle, abc > (a+b—c)(a—b +
c)(—a+b+c). En déduire que : R > 21, R et v étant les rayons des cercles circonscrit et inscrit
au triangle.

Exercice 6

Les diagonales AC et BD d'un quadrilatére inscriptible ABCD se coupent en E. Prouver
que si BAD = 3 et AE =3 - CE, alors la somme de deux des cotés du quadrilatere est égale a
la somme des deux autres.
Exercice 7

Soit ABCDE un pentagone convexe vérifiant la propriété (P) : aire(ABC) = aire(BCD) =
aire(CDE) = aire(DEA) = aire(EAB) = 1. Calculer I'aire du pentagone ABCDE. Ce penta-
gone est-il nécessairement régulier ?
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- Solutions des exercices -

Solution de 'exercice 1

L’angle A/Q\D = A/Q\P + P/Q\D — ABP + PCD = AOD car les angles inscrits ABD = ACD
sont égaux chacun ale la moitié « de I'angle au _centre AOD On en déduit uit que A, D, O, Q sont
cocycliques, donc OQD OAD. Dés lors, OQP = OQD + DQP — OAD + DCA = 90 car

I'angle inscrit DCA est égal a I'angle de (AD) a la tangente en A au cercle de centre O, et cette
tangente est perpendiculaire a (OA).

Solution de l'exercice 2

Le quadrilatére ABCD étant convexe, son aire S est la somme des aires des triangles ABC et
CDA, soit : %(ab sin B + cdsin 13) en appelant 7\, ﬁ, 6, D les angles du quadrilatere. Pour faire
disparaitre ces sinus, il faut utiliser des cosinus : 165> + (2ab cos B —2cdcosD)? = 4a?b? +
4¢2d>—8abed cos(B+D). Comme ABCD est inscriptible, B+D = 7, d’otr : 1652+ (2ab cos B—
2cd cos D)? = (2ab +2cd)?. Or les cosinus s’obtiennent par la formule d’Al Kashi: AC? = a®+
b2—2abcosB = c?+d?>—2cd cos D, d’ot1 2ab cos B—2cd cos D = a2+ b2 —c?—d? et finalement :
16S* = (2ab + 2c¢d)’> — (a® + b* — 2 — d?)? = ((a+b)*— (c—d)?) ((c+d)*— (a—D)?) =
(a+b+c—d)(a+b—c+d)(a—b+c+d)(—a+b+c+d)=16(p—d)(p—c)(p—Db)(p—a)
ce qui achéve la démonstration.

On notera que pour d = 0, soit D = A, on retrouve la formule bien connue de Héron :
aire(ABC) = /p(p — a)(p — b)(p — ¢). Par ailleurs, la démonstration ci-dessus montre que
siB+D = 7, alors l'aire est inférieure a \/ —a)(p—b)(p —c)(p —d) : un quadrilatere de
cotés a, b, ¢, d a une aire maximale lorsqu’il est inscriptible.

Solution de I'exercice 3

Sil’on appelle q, b, ¢ les longueurs des cotés du triangle et S son aire, la formule de Héron
peut s’écrire : 16§ = (a+ b +c)(—a+ b +c)(a—b+c)(a+ b —c). Or les quatre facteurs
sont entiers de méme parité, ils sont obligatoirement tous pairs. Ce qui signifie que soit un
soit trois des nombres a, b, c sont pairs. Ces trois nombres étant premiers, un ou trois d’entre
eux est égal a 2. Si tous les trois sont égaux a 2, alors la formule de Héron donne $* = 3 et S
n’est pas entier. Si un seul est égal a 2, soit p le plus petit des deux autres : d’apres 1'inégalité
triangulaire (stricte car le triangle est d"aire non nulle), le plus grand sera strictement inférieur
ap + 2, donc égal a p car lui aussi doit étre premier. On trouve alors S? = p? — 1, qui ne peut
pas étre un carré parfait. Donc un tel triangle n’existe pas.

Solution de l'exercice 4
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Posons o = BAI = IAC, et p = CBI — IBA, et appelons J le point ou (AI) recoupe le
cercle circonscrit. Dans le triangle BIA, BIJ = BAI + IBA = « + B, mais comme I’angle inscrit
]BC = ]AC =, ]BI vaut lui aussi « + 3, donc le triangle JBI est isocele : JI = JB = 2Rsin «
(corde interceptée par un angle inscrit de mesure «). Or Alsin x = (r est la distance de I au

coté AB de I'angle ABI = «). Donc en valeur absolue, IA - I] = 2Rr et comme I est intérieur
au cercle circonscrit, sa puissance par rapport audit cercle est —2Rr. Par ailleurs la puissance
d’un point par rapport a un cercle est le carré de sa distance au centre moins le carré du rayon
du cercle. On en déduit : OI? = R* — 2Rr.

Solution de l'exercice 5

Remarquons d’abord que d’apres I'inégalité triangulaire, chacun des trois nombres a+b—
¢, a—b+c, —a+b+c est positif ounul. Or: (a+b—c)(a—b+c) = a®>—(b—c)? < a?, tout comme
(a—b+c)(—a+b+c) < c?et(—a+b+c)(a+b—c) < b’ En multipliant ces trois inégalités,
toutes entre termes positifs, on obtient: (a + b —c¢)?(a —b +¢)*(—a+ b + ¢)? < a?b?c?, d’'otx
I'inégalité cherchée sachant que chacun des membres est positif ou nul. Or d"aprés la formule
de Héron, (a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c) = ==, enappelant clas51quement STaire du triangle

etp = % son demi-périmetre. Et abc = 4RS car S = zab sin C et ¢ = 2Rsin C. Donc R > >

% = 2r,la formule S = rp résultant classiquement de S = aire(ABI)+ aire(BCI)+aire(CAI).

Solution de l'exercice 6
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Pour utiliser I’hypothése BAD = % il faut faire intervenir l'aire du triangle BAD, égale
a 3AB - AD -sin %, soit la formule d’Al Kashi : BD? = AB* + AD* —2- AB - AD -cos T =
AB?+AD?—AB-AD. Pareillement, comme les angles BAD et BCD du quadrilatére inscriptible
ABCD sont supplémentaires : BD? = CB?+ CD?*—2- CB - CD -sin2f = CB? + CD*+ CB -
CD. Or la deuxieme relation de I'hypothése permet de comparer les aires de DAB et BCA :
aire(DAE) = 3-aire(DCE) et aire(BAE) = 3-aire(BCE), donc aire(DAB) = 3-aire(DCB) =
3-CD-CBsin Z*. Comme sin 2 = sin %, on en déduit: AB-AD = 3-CB-CD. Donc (AB—AD)? =
BD?—AB-AD = BD?-3-CB-CD = (CB—CD)?,d’oul’on déduit : oubien AB—AD = CB—CD,
soit AB + CD = AD + BC, oubien AB — AD = —(CB — CD), soit AB + BC = CD + DA.

Solution de l'exercice 7

Les triangles BCD et CDE, de méme aire, ont méme base CD donc méme hauteur relative
a CD, d’ou (BE) parallele a (CD). On démontre pareillement que, par exemple, (CE) parallele
a (AB) et (BD) a (AE). Si l'on appelle P l'intersection des diagonales BD et CE, ABPE est
un parallélogramme. Par symétrie par rapport au centre du parallélogramme, aire(BPE) =
aire(EAB) = 1. Reste a déterminer 'aire s de PCD, car aire(PCB) = aire(PDE) =1 —s

PN . _ . aire(PCB) _ PB __ aire(EPB) PO L1—-s 1 ar .
d’out aire(ABCDE) =4 — 5. Or Tire(PCD = PD = aire(epD) Peut s’écrire : == = —, soit :
5+v5

1—3s+s? =0, dont la seule racine comprise entre 0 et 1 est : %5 D’ott aire(ABCDE) = 2 5
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Le pentagone n’est pas nécessairement régulier. Considérons en effet un pentagone ré-
gulier, et choisissons un repere orthonormé dans lequel les sommets A, B, C, D, E ont pour
coordonnées respectives; (a,a’), (b,b’), (c,c’), (d,d’), (e, e’). Considérons un autre repere, ni
orthogonal ni normé, et tragons dans cet autre repére les points de mémes coordonnées. Toutes
les aires du premier repére seront multipliées par la méme constante dans le second repere,
donc dans ce second repere les cing triangles auront également la méme aire. Pourtant le
pentagone ne sera plus du tout régulier.

Utilisation des nombres complexes en géométrie

Pour conclure, voici deux exemples d’utilisation des nombres complexes en géométrie, un
classique et facile, un autre non classique et plus ditficile.

Rappelons que les nombres complexes sont les nombres de la forme x + iy, ou i vérifie
i? = (—1)? = —1. A chaque nombre complexe x + iy on peut associer le point de coordonnées
(x,y) ou le vecteur de composantes (x,y). x + iy est appelé 'affixe du point ou du vecteur. On
peut ainsi quotienter deux vecteurs en calculant le quotient de leurs affixes : ce quotient x + iy
a pour module p = /x? 4+ y? le rapport des modules des vecteurs et pour argument 6 (tel
que x + iy = p(cosO + isinB) I'angle entre le vecteur dénominateur et le vecteur numérateur.
Les deux complexes x + iy et x — iy sont dits conjugués, et si un complexe est de module
1 = \/x2 + y? son conjugué est égal a son inverse.
Exercice 8

Sur les cotés d'un quadrilatere convexe ABCD, a l'extérieur du quadrilatére, on construit
quatre triangles rectangles isoceles AMB, BNC, CPD, DQA, rectangles en M, N, P, Q respecti-
vement. Montrer que MP et NQ sont perpendiculaires et de méme longueur.

Solution de I'exercice 8

Dire que MA et MB sont perpendiculaires et de méme longueur signifie : MB = i- MA
ou MB = —i - MA. Supposons que les sommets A, B, C,D soient positionnés de telle sorte
que MB = 1i- MA, appelons a, b, c, d les affixes de A, B, C,D et m,n,p, q ceuxde M, N, P, Q.
b—m =i(a—m),d’ot1 (1-i)m = b—ia. On obtient pareillement: (1—i)n = c—ib, (1-i)p =
d—icet(1—1i)q = a—id, doncl'affixe de MP, p — m = te=boletd —jatib-eid —j(q_n)a
méme module que l'affixe de NQ, leurs arguments différent de 7, ce qui suffit a prouver que
les segments sont perpendiculaires et de méme longueur.

Exercice 9

Théoreme de Morley

Montrer que les points d’intersection des trissectrices d’un triangle forment un triangle
équilatéral.

Ce théoreme, historiquement important, se démontre de plusieurs manieres. L'une d’elles, due a
Alain Connes, a fait I'objet d’un probléme d’agrégation. En voici une utilisant les nombres complexes :

Solution de l'exercice 9
Soient «, 3,7 les affixes des sommets A, B, C d'un triangle, inscrit dans un cercle de centre
O (d’affixe 0) et de rayon R. Considérons trois complexes a, b, c, de module 1, tels que : B =

oct, v = Ba’, o« = ybl et a?b?c? =j = #’3, racine cubique de 1'unité. Comme (fBy)a®b'? =
Py (%) (i‘—;) = oS, I'une des racines cubiques de «fy, m, vérifie :

x = ma’b* = mj’ic*a?
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B = ac® = mjb’c?* = matv?
v = mj*c’a* = mjb*c?
Or, de maniere tres générale, si z et z’ sont deux complexes de méme module non nul,
. . N . / . 7z
pour tout m # 0, m(z* — z"?) est perpendiculaire a mzz/, puisque % et £ sont conjugués.

Il en résulte que la trisectrice issue de A, d’affixe « = ma®b?, et passant par A;, d’affixe
Ba? = ma ?b?, est perpendiculaire a mb, donc parallele a mb(a—a!)(ab+a b 1), puisque
(a—a™') estimaginaire pur et (ab+a b~ ') est réel. Des lors, le point d’affixe : u = ma—?b~?+
mb(a—a!)(ab+a b)) =m(a?b 2+ (a?b? — b?) + (1 — a2)) appartient a la trisectrice
AA;.

A(x)

La trisectrice issue de B, d’affixe § = ma*b 2, et passant par B, daffixe b2 = ma?b?,
est, quant a elle, perpendiculaire a ma™, donc parallelea ma=!(b—b')(ab+a 'b!), etelle
passe par le point u’ = ma?b? —ma (b —b"!)(ab+a b 1)

Il se trouve que
u=u =m(l+jc ?+ji*c®*—a?—1b?

Le point d’affixe u = u’ est donc l'intersection des trisectrices AA; et BB,.
Une simple permutation suffit pour déterminer les affixes des deux autres intersections :
v=mj(l+ja?+j*a*—b?—c?
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w=mj*(1+jb 2 +j*b* —c ?—a?)

et il est clair que : u+jv + j*w = 0, soit : j(v — u) = —j*(w — u), ce qui entraine que u,v et
w sont les affixes des sommets d"un triangle équilatéral.

3 Géométrie projective

Ce texte n’est qu'une introduction a la géometrie projective bidimensionnelle réelle, conte-
nant les premiers résultats, sirement les plus spectaculaires. Il n’y a pas réellement de ré-
férences canoniques en géometrie projective, méme si les ouvrages de Yaglom « Geometric
Transformations » sont incontournables pour les transformations en tous genres. ..

- Plan projectif, birapport et harmonicité -

L'un des buts de la géométrie projective est faire en sorte que deux droites distinctes quel-
conques se coupent en exactement un point. Pour ce faire, on rajoute au plan une droite a
I'infini, ot chaque point correspond au point d’intersection d"une famille de droites paral-
leles. On ne distinguera plus fondamentalement deux droites concourantes et deux droites
paralleles : ces derniéres ont juste leur point d’intersection qui est sur la droite a 1'infini.

L’objet probablement le plus intéressant en géometrie projective, celui qu’on cherchera a
conserver en définissant les transformations projectives, est le birapport :

Définition 4.10. Soit A, B, C, D quatre points alignés. On définit leur birapport (réel) :

) _TA DA
A,B,C,D — @ . m
ou E;Q désigne le rapport algébrique.
Remarques 4.11.

— On remarquera que le birapport ne peut valoir 1 que dans certains cas dégénérés.

— On peut tout a fait prendre des points a 1'infini dans le calcul du birapport, avec la
convention (naturelle en termes de limites) que 2 = 1.

— On a un certain nombre d’identités algébriques sur le birapport que le lecteur est invité
a explorer. On utilisera par exemple a de multiples reprises des identités de la forme
bascp = bg/lA,C,D. Une autre identité intéressante est ba g c,p +ba,cs,0 = 1, qui, dans
le cas complexe, est exactement le théoreme de Ptolémée (exercice!).

— On peut facilement vérifier que la connaissance du birapport et de la position de trois
des points permet d’identifier uniquement le dernier point. Ce fait sera régulierement
utilisé.

— On peut remarquer que le birapport est un cas particulier des produits cycliques de rap-

;;Q . ;;E e iﬂ: avec Y; € (X;Xi4+1) pour tout i). De maniere géné-

rale, le lecteur attentif pourra remarquer que la plupart des propriétés intéressantes du

birapport (notamment en termes de projection) restent vrai pour les produits cycliques
de rapports, ce qui conduira en particulier a la démonstration du théoreme de Ceva.

ports (de la forme

Définition 4.12. Soient A, B, C, D alignés. Ils sont dits harmoniques si leur birapport vaut —1.
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L’exemple suivant est particuliérement important et récurrent :

Exemple 4.13. Si M est le milieu de [AB], alors A,B,M et le point a 'infini de la droite (AB)
sont harmoniques.

Proposition 4.14. Si A, B, C et D sont harmoniques, on peut toujours supposer qu’ils sont de
la forme —1,1, x et 1/x.

Démonstration. On peut toujours poser A = —1, C =1, B = x. Il suffit ensuite par unicité du
quatrieme point harmonique de prouver que b_; 1, 1,x = —1, ce qui est un calcul aisé. O

Remarque 4.15. Le lecteur attentif aura remarqué le lien avec les inversions. Plus précisément,
ce sont les involutions (transformations projectives complexes de la forme z — 1/z) qui sont
ici pertinentes, en particulier dans C ou cette propriété reste vérifiée.

Corollaire 4.16 (MacLaurin et Newton). Soient A, B, C, D quatre points harmoniques et M le
milieu de [AB].

Alors MC - MD = MB? (identité de MacLaurin) et DB - DA = DC - DM (identité de
Newton).

Démonstration. C’est un simple calcul en utilisant la proposition précédente. O
Définition 4.17. Soient a, b, ¢, d quatre droites concourantes. On définit leur birapport :

sin(c,a) sin(d, a)
sin(c,b) " sin(d,b)’

On définit comme pour les points la notion de droites harmoniques.

babed =

Proposition 4.18. Soit a, b, ¢, d concourantes en P et A une droite ne passant pas par P. A
coupe a, b, c,den A, B, C, D. (respectivement). Ona by b,c.a = bas,cp-

Démonstration. On exprime les sinus en termes d’aires algébriques que 1’on simplifie ensuite
en utilisant que la hauteur est la méme pour tous les triangles :

|CPA| |DPB| _—
b _ PAPCPBPD _ CA DA
abe,d ICPB| [DPA| CB DB
PB-PC PA-PD
O
Corollaire 4.19. Si A’ est une autre droite ne passant pas par P, ba' g c'p’ = bags,cp : le

birapport est conservé par projection.

Remarque 4.20. Si les quatre droites sont concourantes sur la droite a l'infini (autrement dit
paralleles), I'invariance du birapport par projection découle du théoreme de Thales.

Exemple 4.21. Soient d et d’ deux droites, de bissectrices A et A’. Alors d, d’ , A, A’ sont
harmoniques.

Démonstration. On peut soit faire un calcul direct, soit projeter sur une droite paralléle a A’
et utiliser 'exemple 4.13. O
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Remarque 4.22. On peut facilement utiliser 1'unicité du birapport pour montrer toutes sortes
de réciproques, par exemple si on a quatre droites harmoniques, voire une simple droite har-
monique ou bien un angle droit.

Exercice 1 Soit ABC un triangle, H le pied de la hauteur issue de A, ] celui de la bissectrice,
M le milieu de [BC] et E le point de tangence du cercle inscrit sur [BC].
Montrer que ME? = MJ - MH.

Solution de l'exercice 1 Soit 15 le centre du cercle exinscrit a A, et I le centre du cercle inscrit.
Soit enfin A’ le point de tangence du cercle exinscrit sur [BC]. Un calcul classique de chasse
aux tangentes (exercice ) montre que M est le milieu de [JA'].

D’apres I'exemple précédent, (BA), (BC), (BI) et (BIA ) sont harmoniques. Par conséquent,
en projetant sur (Al) depuis B, les points A, ], I, [5 sont harmoniques. En projetant sur (BC)
depuis le point a I'infini de (AH), on voit que H, J, E, A’ sont harmoniques. La formule de-
mandée n’est autre que celle de MacLaurin (apres réordonnement idoine des points).

Théoreme 4.23 (Quadrilatere complet). Soit A,B, C, D quatre points, E = (AC) N (BD), F =
(AB)N(DC),G=(AD)N(BC),X=(GE)N(AB)etY = (GE)N (DC).
Alors A, B, X et F sont harmoniques.

Démonstration. On peut raisonner tres facilement avec Ceva et Mélénaus. Mais avant tout,
il faut remarquer qu'une telle figure permet de projeter tres facilement.

En projetant depuis G puis depuis E, ba g x,r = bp,c,v,r = bagrx = b xr-

Comme bagxr # 1, bapsxr=—1d oula conclusion. ]

Remarque 4.24. Bien sfir, on peut trouver par projection ou par analogie de nombreux autres
points/droites harmoniques. ]’y ferai également référence sous le terme de théoreme du qua-
drilatere complet. Il est important de savoir identifier immédiatement un tel diagramme.

Exercice 2 Soit ABC un triangle, D, E, F les points de tangence a (BC), (AC) et (AB) du cercle
inscrit. Soit € un cercle tangent intérieurement au cercle inscrit, en D. Soient P et Q sur € tels
que (BP) et (CQ) soient tangentes a C. Montrer que (EF), (PQ) et (BC) sont concourantes.

Solution de I'exercice 2 Reformulons d’abord le probleme. On a B, D, C alignés, un cercle tan-
gent a (BC) en D, variable, et une intersection I, a priori propre au cercle (celle de (PQ) et
(BC)), etil faut montrer que I est un point fixe. On a trois points fixes alignés : on peut espérer
que I soit le quatrieme point harmonique. C’est en fait le cas ici, comme on va le voir.

(BQ), (PC) et (MD) sont concourantes (point de Gergonne, par exemple d’apres Ceva).
On a donc un quadrilatere complet et I, D, B et C sont bien harmoniques.

On peut de plus définir un birapport sur le cercle (et sur n'importe quelle conique de
manieére générale, méme si l'indépendance de P est alors moins immédiate) :

Définition 4.25. Soit A, B, C, D quatre points sur un cercle €. On définit leur birapport :

bas,c,o =bppa),PB),(PC),(PD)

pour n'importe quel point P sur le cercle.
Cette définition est bien indépendante du point P considéré (théoréme de ’angle inscrit et
quelques considérations de signes).
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Remarque 4.26. On peut vérifier que le birapport ainsi défini correspond au birapport com-
plexe EE:E% : %3:3 ; (qui est ici réel d’apres le théoréme de I'angle inscrit) grace a la loi des

sinus. C’est faux pour une conique quelconque (le birapport complexe n’étant méme pas réel).

On définit comme d’habitude I’harmonicité de quatre points sur un cercle.
Il faut étre extrémement prudent sur le fait qu'on NE peut PAS utiliser la définition précé-
dente pour P qui n’est pas sur €. On a néanmoins la proposition suivante :

Proposition 4.27. Soit A, B, C, D, A/, B/, C’, D’ des points sur un cercle, tels que (AA’), (BB'),
(CC’) et (DD’) soient concourantes.
Alors, bA/,B/,C’,D’ = bA,B,C,D-

Démonstration. Ce résultat peut se montrer directement de manieére fort horrible. Ce que
j'invite le lecteur courageux a faire. La méthode la plus efficace est de prendre de I’avance sur
ce cours, d'utiliser une transformation projective qui envoie le cercle sur un cercle et le point
de concourance soit a 1'infini (auquel cas c’est clair par symétrie axiale) soit au centre du cercle
(auquel cas c’est clair par symétrie centrale). O

Proposition 4.28. Soit P en dehors d'un cercle €, A et B sur C de sorte a ce que (PA) et (PB)
soit tangentes a C et C et D sur le cercle afin que P, C et D soient alignés.
Alors, A, B, C, D sont harmoniques.

Démonstration. On peut bien stir encore utiliser une transformation projective, mais il y a ici
une autre solution élégante.

On applique la propriété précédente aux points A, B, C, D et au point P : bagcp =
basDc = b;}B,C,D, d’oti, comme ba g cp # 1, bascp = —1 etla conclusion. O

Remarque 4.29. Comme toujours, par unicité, on a la réciproque. C’est donc bien la configu-
ration canonique des point harmoniques sur un cercle.

Exercice 3 Soit A, B et C sur un cercle et D l'intersection (éventuellement a l'infini des tan-
gentes en B et C).

Montrer que (AD) est la symédiane (issue de A) dans ABC, c’est-a-dire la symétrique de la
médiane par rapport a la bissectrice.

Solution de l'exercice 3 Soit E la deuxiéme intersection de (AD) avec le cercle. A,E,C,B sont
harmoniques, donc la tangente en A, (AD), (AC), et (AB) le sont, ainsi que les symétriques
de ces droites (respectivement (AM), (AB), (AC) et d) par rapport a la bissectrice de A (dans
ABC).

d est parallele a (BC) car I'angle entre d et (AC) est le méme que celui entre la tangente
en A et (AB), qui vaut I'angle en C par théoreme des angle inscrit. On a donc deux angles
alternes-internes égaux. On projette alors sur (BC) et on obtient que M est le milieu de [BC].

Exercice 4 Soient I et I, deux cercles s’intersectant en A et B, K I'intersection des tangentes a
I1 en A et B. Si M est sur I, on pose P l'intersection de (MA) avec I, C l'intersection de (MK)
avec I et Q l'intersection de (AC) avec I5.

Montrer que (PQ) a un point fixe quand M varie sur ;.

Solution de l'exercice 4 B, A, C et M sont harmoniques. En projetant depuis A, on trouve B, A’,
Q, P harmoniques avec A’ le deuxiéme point d’intersection de (AK) et I5.

Soit I I'intersection des tangentes a I, en B et A’. Alors (QP) passe par I, qui est le point
fixe cherché.
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Théoréme 4.30 (Pascal). Soit ABCDEF un hexagone (pas forcément convexe) inscrit dans un
cercle. Soient I, ], K les intersections respectives de (AF) et (CD), (AB) et (DE), (BC) et (EF).
Alors I, ] et K sont alignés.

Démonstration.

On appelle ]’ l'intersection de (IK) et de (DE). On considére le birapport de E, L, J, D.
Comme souvent, I'idée est de projeter pour trouver des quadruplets de méme birapport, jus-
qu'atomber sur E, L, ]’ ,D. On en déduira ] = |/, soit [, ] et K alignés.

En projetant par rapport a A puis C puis I, on trouve que bg,1 jp = begrp = berkp =
be,1,;,p, d’ott la conclusion.

O

Remarque 4.31. Notre démonstration marche tout aussi bien avec une conique quelconque.
De plus, une transformation projective permet aussi de justifier que cette généralisation est
équivalente au Pascal de base.

Le théoreme de Pascal est tres utilisé, que ce soit en géométrie élémentaire ou en géométrie
projective. L'exercice suivant est un exemple d’application parmi plein d’autres.
Exercice 5 Soit ABC un triangle et I' son cercle circonscrit. Soit M un point de la bissectrice
issue de A et Aj, By, C; les deuxiémes points d’intersections de I avec (AM), (BM) et (CM)
respectivement. On note P = (AB) N (A1C;) et Q = (AC) N (A1B1).

Montrer que (PQ) est parallele a (BC).

Solution de l'exercice 5 Cette situation a clairement un air de Pascal. On 1’applique dans un pre-
mier temps naturellement a 1’hexagone CA1B;BAC pour obtenir que P, M et Q sont alignés.
Cela permet de simplifier la figure en enlevant B; et Q.

Pour prouver le parallélisme, on introduit le point Q) a I'infini de la droite (BC). Comment
trouver un hexagone dont l'intersection de deux cotés opposés soit O ? (BC) s'impose de lui-
méme et la tangente en A; (théoreme du pole Sud...) vient ensuite naturellement. On considére
alors (pour obtenir les points P et M également) 'hexagone dégéneré A;A;C;CBA, qui montre
que P, M et Q sont alignés, d’ot1 la conclusion.
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- Transformations projectives -

Dans cette partie, nous nous intéresserons aux transformations projectives bidimension-
nelles réelles, c’est-a dire les transformations du plan projectif qui conservent le birapport.
Elles sont clairement stables par composition. On peut prouver que toutes ces transforma-
tions sont de la forme suivante :

Définition 4.32. On se place en dimension 3. On appelle transformation projective toute trans-
formation qui consiste a projeter un plan P; sur un autre plan P, depuis un point P (en iden-
tifiant ensuite les deux plans comme le plan projectif).

Remarque 4.33. On voit 1a tout l'intérét de la droite a l'infini : la droite D de P; telle que le
plan formé par P et D soit parallele a P, est envoyée sur la droite a I'infini. Le lecteur studieux
se demandera sur quoi est envoyée la droite a I'infini de P;...

Clairement, ces transformations conservent 1’alignement. La propriété 4.19 permet de plus
d’affirmer qu’elles conservent le birapport de quatre points. En utilisant la propriété 4.18,
on peut de plus remarquer qu’elles conservent le birapport de quatre droites et donc, par
définition, celui de quatre points sur un cercle.

Toutefois, il faut faire tres attention : les transformations projectives ne conservent ni les
longueurs, ni les rapports de longueurs, ni les angles, ni les cercles qui sont envoyés en général
sur des coniques (preuve?).

En contrepartie de cette mauvaise conservation des propriétés, les transformations projec-
tives laissent énormément de liberté. Quelles sont les possibilités qu’elles nous offrent ?

Théoréme 4.34. En projetant on peut :
— envoyer un point/une droite a 1'infini
— envoyer n'importe quels quatre points en position générale sur n'importe quels quatre
points (un carré par exemple).
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Démonstration. Le premier point est clair d’apres la remarque précédente. Intéressons-nous
au deuxiéme point. Il suffit clairement de montrer que I'on peut envoyer n’‘importe quels
quatre points sur un carré.

Pour ce faire on envoie les intersections des cotés opposés a 1'infini de sorte qu'on a un
parallélogramme, qu’on transforme en carré par une transformation affine (i.e. point de pro-
jection a l'infini). O

Remarque 4.35. Quatre points est bien la condition maximale. En effet, avec cinq points en
position générale A, B, C, D et E on a déja des birapports exprimables et qui devront étre
conservés. Par exemple ba g (Ec)n(AB),(ED)N(AB)-

Lemme 4.36. Considérons une sphere, son pole Nord N et son pdle Sud S ainsi qu'un plan
P tangent en S a la sphere. Alors, la projection stéréographique qui a un point P de la sphere
associe (PN) N P conserve les cercles.

Démonstration. Ce n’est pas le plus intéressant et c’est un calvaire de faire cette démonstra-
tion sur un papier 2-dimensionnel. Le lecteur se référera donc au tres bon film "Dimensions".
L'idée est de regarder un cone autour du cercle que 1’on souhaite projeter et d’utiliser Thales
ou des triangles semblables. O

Remarque 4.37. La projection stéréographique serait stricto sensu plus du domaine de la géo-
métrie projective unidimensionnelle complexe car le point N est envoyé sur un unique point
a I'infini. Mais il faut en fait voir ici cette projection comme une simple astuce de calcul.

Théoreme 4.38. En projetant on peut envoyer un cercle donné sur un cercle et une droite
disjointe de ce cercle sur la droite a 'infini.

Démonstration. Pour le voir, on prend une sphere dont l'intersection avec notre plan est le
cercle, de rayon la distance du centre du cercle a la droite. Il y a alors un et un seul diametre
de la sphere parallele au plan et perpendiculaire a la droite. On I'appelle axe des poles. L'ex-
trémité qui fait face a la droite est dite pole Nord, ’autre pole Sud. On projette notre plan sur
le plan tangent au podle Sud, depuis le pole Nord. O

Théoreme 4.39. En projetant, on peut envoyer un cercle donné sur un cercle et un point a
I'intérieur (strictement) en son centre.
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Démonstration. Il est également possible de montrer cette affirmation en manipulant intelli-
gemment la géométrie de I'espace. Mais le plus simple est ici de loin de se référer au chapitre
suivant en affirmant qu’il suffit d’envoyer le cercle sur un cercle et la polaire du point consi-
déré sur la droite a I'infini, ce que 1’on peut faire d’apres le théoréme précédent. O

Ces théorémes peuvent s’appliquer dans énormément de situations, tant qu’il n'y a pas
trop de longueurs, de cercles ou d’angles. Le lecteur est invité a reprendre les preuves de la
premiere partie en utilisant maintenant des transformations projectives.

Théoreme 4.40 (Ceva). Soit A, B, C un triangle et X, Y et Z des points sur (BC), (CA) et (AB)
respectivement.

Alors (AX), (BY) et (CZ) sont concourantes si et seulement si 2% - 22 . =2

Démonstration. On nomme O = (AX) N (BY).

% : % : % est un produit cyclique de rapports. Il est donc conservé par transformation
projective (voire remarque 4.11).
On peut donc envoyer A, B, C et O sur un triangle équilatéral et son centre. Auquel cas le

théoréme est trivial. O

Théoreme 4.41 (Pappus). Soit A, B, C trois points alignés et A’, B’, C’ trois autres points
alignés. On pose X = (AB’) N (A’B) Y = (AC’) N (A'C)et Z=(BC’) N (B'C).
Alors X, Y et Z sont alignés.

C
B
A
A/
B/
C/

Démonstration.

On envoie X et Y sur la droite a l'infini. Dans la nouvelle figure, (AB’) || (A’B) et (AC’) ||

(A’C), d’ou d’apres Thales, en notant P l'intersection des deux droites portant A, B, C et A’,
B’, C’ (si elles sont paralleles, c’est encore plus simple), 745 = PA et £& = ‘Tfé’, d’out ,f L = ‘;BC'
et donc (BC’) || (B’C) d’apres Thales. Z est donc sur la dr01te a 1 infini, et en particulier il est
aligné avec X et Y, d’ot1 la conclusion. O

Remarque 4.42. Une autre preuve consisterait a remarquer que le théoreme de Pappus est
exactement le théoréme de Pascal dans le cas d"une conique dégénérée en deux doites. On
peut donc le prouver par continuité a partir de Pascal en prenant la limite d"une suite d"hy-
perbole tendant vers ces deux droites.
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Théoreme 4.43 (Desargues). Soit ABC et A’B’C’ deux triangles perspectifs, i.e. tels que (AA’),
(BB’), (CC’) soient concourantes. On pose X = (AC)N (A’'C’), Y = (BC)N (B'C') et Z =
(AB) N (A'B").

Alors, X, Y et Z sont alignés.

Démonstration. On envoie (YZ) sur la droite a l'infini. (AB) est maintenant parallelea (A'B’),
(BC) a (B’C’). Les deux triangles sont donc des agrandissements 1'un de 'autre, d’ot1 (AC) ||
(A’C’), i.e. X sur la droite a I'infini et donc aligné avec Y et Z. D’ou1 la conclusion. O
Exercice 6 Soit ABC un triangle et P un point en son intérieur. Soit A;, B; et C; les intersections
de (AP), (BP) et (CP) avec les cdtés respectifs du triangle. Soit A, et C, sur (A;C;) tels que
(AA;1) coupe [B1A;] en son milieu et (CC;) coupe [B1C,] en son milieu. Soit As = (A;B1)N(CCq)
et C3 = (CzBl) N (AAl)
Montrer que (A3Cs) || (AC).

Solution de I'exercice 6 Une idée naturelle est d’envoyer la droite (AC) a l'infini. On obtiendra
plein de droites paralleles et les milieux ne poseront pas de problémes puisqu’ils s’exprime-
ront en termes de birapports.

Mais tant qu’a faire, autant profiter pleinement du degré de libreté, autant simplifier en-
core davantage la figure : on peut envoyer BC;PA; sur un carré! Notons X le point a I'infini
de (B1A3), Y celui de (B;C,), A4 le milieu de A,B; et Cy4 le milieu de C,B;.

Ces conditions s’écrivent bg, o, A, x = —1, i.e. dans la figure projetée ot B; est a l'infini,
A, milieu de [A4;X]. De méme, B, est milieu de [B4Y]. Or, ces segments sont paralleles a la
diagonale du carré donc X et Y sont sur les cotés du carrés. Finalement, on obtient que (A;B3)
est obtenu de (A;B,) par la symétrie par rapport a (A;C;) puis par rapport a la bissectrice
extérieure de C;PA;, donc par translation (par parallélisme des axes). D’out (XY) || (A3B3), i.e.
(XY), (A3B3) et (AC) concourantes. Ce qui est exactement le résultat souhaité une fois revenu
dans la figure de départ.

Ay
]
A
A1 s P By
Ao
B3
B>
X B Cy
>

- Poles et polaires -
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Définition 4.44. Soit C un cercle et P un point. La polaire de P est ’ensemble des points Q tels
que, si (PQ) coupe Cen X et Y, P, Q, X et Y sont harmoniques.

Théoréme 4.45. La polaire est une droite.

Démonstration. Tout est projectif, il suffit donc d’envoyer le cercle sur un cercle et le podle soit
a l'infini, soit au centre du cercle. O

Remarque 4.46. Stricto sensu, la polaire est une portion de droite dans le cas ot le pdle est a
I'extérieur. Mais on la prolonge a la droite entiere par convention (et c’est justifié apres rajout
de quelques dimensions).

Théoreme 4.47. La polaire d'un point P a l'extérieur de € est la droite passant par les deux
points de tangences des tangentes passant par P.

Démonstration. Trivial en prenant une corde tendant vers la tangente. O
On a un moyen général classique de construire la polaire, qu’il faut apprendre & recon-
naitre dans les figures :

Théoréme 4.48. Soit A, B, C et D sur le cercle de maniére a avoir A, B, P et C, D, P alignés.
SoitE = (AC)N(BD)etF = (AD)N(BC).
Alors EF est la polaire de P.

Démonstration.

On peut soit, comme précédemment, utiliser une transformation projective envoyant le
cercle sur un cercle et P a I'infini / sur le centre, auquel cas c’est clair par symétrie, soit utiliser
le théoreme du quadrilatére complet. O

Finalement, la polaire a deux propriétés simples mais souvent essentielles :
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Proposition 4.49. Soit P un point et € un cercle de centre O. Alors (OP) est perpendiculaire a
la polaire de P.

Démonstration. C’est clair par symétrie. O
Proposition 4.50. P est sur la polaire de Q si et seulement si Q est sur la polaire de P.

Démonstration. C’est clair par définition si (PQ) coupe le cercle (harmonicité avec les points
d’intersection). Si ce n’est pas le cas, on peut raisonner de plusieurs manieéres. Soit dire qu’ana-
lytiquement c’est des fonctions polyndmiales donc que 1’avoir montré pour ce cas suffit a
généraliser, soit pratiquer une involution / inversion pour rentrer les points dans le cercle. O
Exercice 7 Redémontrer la propriété 4.28 a 1’aide des poles et polaires.

Solution de l'exercice 7 Soit X = (AB) N (CD). (AB) est la polaire de P donc X est sur la polaire
de P donc P, X, D et C sont harmoniques. On obtient le résultat en projetant sur le cercle a
partir de A ou de B.

Exercice 8 Soit ABC un triangle, A’, B’ et C’ les points de contact du cercle inscrit w, D le
pied de la hauteur issue de A, M le milieu de [AD]. Soit N le deuxieme point d’intersection
de (A’M) avec w.

Montrer que le cercle circonscrit a BNC est tangent en N a w.

Solution de ’exercice 8 Le cercle inscrit invite a considérer des poles / polaires. Dans cet esprit,
il est naturel d’introduire A” = (B’C’) N (BC). A" est sur la polaire (B'C’) de A et sur celle
(BC) de A’, donc sa polaire est (AA’). En particulier, en notant I le centre du cercle inscrit,
(IA”) L (AA').

On a ainsi exhibé, puisque (AD) L (BC), des points cocyliques, d’ot1 on déduit DAA’ =

IA7A’ et IA’A" ~ A’DA. Cela permet de faire entrer le point M en jeu : en notant M’ le milieu
de [AA”], IA’M’ ~ A’'DM. En particulier, en faisant le raisonnement inverse, (IM’) L (A’M).

Or, A’ est déja sur la polaire de M’ qui est donc (A’M). En particulier, (M'N) est tangente
a w en N. On souhaiterait maintenant montrer qu’elle est aussi tangente a l'autre cercle. Par
puissance d'un point, il suffit de montrer que M'N? = M'B - M'C, i.e. M'A”2 = M'D - M'C.
C’est la formule de MacLaurin. Il suffit donc de prouver que A”, A’, B et C sont harmoniques,
ce qui est vrai grace au théoreme du quadrilatere complet dans la configuration du point de
Gergonne.

Exercice 9 Soit ABCD un quadrilatere cyclique. E = (AD) N (BC) avec C entre B et E. Les
diagonales s’intersectent en F. On considere le milieu M de [CD] et N sur le cercle circonscrit
a ABM tel que AN/BN = AM/CM.

Montrer que E, F et N sont colinéaires.

Solution de I’exercice 9 La condition signifie clairement que M, N, A et B sont harmoniques (le
birapport est réel, son module est 1 et ce n’est pas un cas dégénéré).

Soit P = (AB) N (CD). Par la construction classique, (EF) est la polaire de P. On peut déja
faire disparaitre la moitié de la figure.

Montrons que (apres 1’avoir conjecturé sur les dessins) le point d’intersection K de la po-
laire de P et de (DC) est sur le cercle circonscrit a ABM.

Dans un premier temps, par définition de la polaire, P, K, D et C sont harmoniques. Donc
d’apres la relation de Newton, PD - PC = PK - PM. D’ot1, en utilisant la puissance de P par
rapport au cercle, PK - PM = PA - PB, ce qui prouve bien que A, B, K et M sont cocycliques.
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Enfin, soit N’ le second point d’intersection de la polaire avec ce cercle et X I'intersection
de la polaire et de (AB). En projetant sur le cercle circonscrit a ABKM a partir de K les points
harmoniques P, X, A et B, on montre que les points M, N’, A et B sont harmoniques, ce qui,
par unicité du quatriéme point harmonique montre que N = N’. D’ou1 la conclusion.

- Dualité -

La géométrie projective bidimensionnelle réelle a une caractéristique intéressante : on peut
y définir deux dualités.
Dans un premier temps, une dualité intrinséque entre points et droites.

Définition 4.51. Considérons un énoncé projectif ne concernant que des points et des droites.
On appelle énoncé dual 1'énoncé ot I'on remplace chaque occurence de « points » par un oc-
currence de « droites » et réciproquement, chaque occurence de « alignés » par « concourant »
et réciproquement, chaque occurence de «la droite passant par P et Q » par «le point d’inter-
section de la droite p et de la droite q ».

Exemple 4.52. Le dual du théoréme de Desargues est sa réciproque.
Théoréme 4.53. Un énoncé projectif est vrai si et seulement si son dual est vrai.

Démonstration. Un argument est de dire que les axiomes de la géométrie projective sont
fermés par passage au dual. Par exemple, on a un axiome "par tous deux points passe une
unique droite" et son dual "toutes deux droites s’intersectent en un unique point".

Un autre argument est de regarder le plan projectif bidimensionnel réel comme 1’ensemble
des droites de R? \ {(0;0;0)} passant par l'origine et d’interpréter la dualité en associant a
une telle droite (donc un point dans 'espace projectif) le plan (donc une droite dans l'espace
projectif) perpendiculaire a la droite. Cette bijection vérifie effectivement les conditions de
dualité.

Enfin, le dernier argument est que c’est une conséquence de la deuxieme dualité, la dualité
pOle / polaire, en choisissant un cercle arbitraire. O

La dualité est particulierement intéressante parce qu’on a toujours deux résultats pour le
prix d'un, sans avoir a faire la moindre démonstration supplémentaire.

Exercice 10 Soit a, b, ¢ et a’, b’, ¢’ deux triplets de droites concourantes. Soit x la droite
joignant anNb’etbNa’, y la droite joignant anc’ et cN a’, z la droite joignant bNc’ et cNb’.

Montrer que x, y et z sont concourantes.

Solution de I'exercice 10 C’est le dual du théoréme de Pappus.

Un cas particulier de cette dualité est la dualité pdle / polaire. Si on fixe un cercle et que
I'on change une configuration en remplagant chaque point par sa polaire et chaque droite par
son pole en écrivant I'énoncé dual, le cours sur les polaires nous assure que le probleme est
vrai si et seulement si le probleme dualisé est vrai.

L’application type de ce principe est le théoréeme de Brianchon :

Théoréme 4.54 (Brianchon). Soit € un cercle inscrit dans un hexagone ABCDEF.
Montrer q