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Avant-propos
Le stage olympique junior de toussaint 2018 a été organisé a Cachan par I'association Animath.

Son objet a été de rassembler des éléves de seconde et de collége,

séléctionnés entre autres d’apres leur participation a diverses compétitions

comme le concours Kangourou et I'Olympiade de Quatrieme (concours René Merckhoffer)
et aux précédentes activités olympiques d"Animath,

notamment la coupe Animath de printemps du 6 juin 2018,

et de leur donner les bases nécessaires pour participer aux compétitions internationales.
Presque tous les stagiaires ont passé, le 3 octobre 2018,

la coupe Animath d’automne de la Préparation Olympique Frangaise de Mathématiques,
mais celle-ci était trop tardive pour étre pris en compte dans notre sélection.

Cela dit, certains de nos stagiaires

seront ainsi préparés a plusieurs compétitions internationales en 2019,

notamment les Olympiades Balkaniques Junior de Mathématiques

destinée précisément a des jeunes de leur dge

Nous tenons a remercier 'internat d’excellence de Cachan
pour son formidable accueil.
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I. Déroulement du stage

Pour le vingtiéme anniversaire d’Animath, c’est la dixiéme année que nous organisons ce
stage olympique junior, et toujours - sauf la premiére année - au foyer de Cachan. En prévision
des Olympiades Balkaniques Junior de Mathématiques, nous avons décidé de n’accepter que
les éleves de quatrieme, troisieme ou seconde nés en 2004 ou apres : parmi 65 candidatures
vérifiant ces criteres, apres deux désistements, nous avons ainsi admis 40 stagiaires, dont 8
de seconde, 21 de troisieéme et 11 de quatrieme (dge moyen 13 ans 9 mois), venus de 14 Aca-
démies : Paris (11 éléves), Versailles (9 éléves), Lyon (5 éléves), Rouen (3 éleves), Besancon,
Bordeaux, Caen, Clermont-Ferrand, Créteil, Dijon, Grenoble, Nice, Poitiers et Rennes. Deux
éleves venaient de I’étranger : Belgique et Pays Bas. Il y a encore trop de stagiaires des Aca-
démies de Paris et Versailles (50%), mais nous avons un nombre record de filles : 45% (2 de
seconde, 9 de troisieme et 7 de quatrieme). La parité est a bout de bras...

Le premier jour, trois animateurs sont arrivés vers 8 h 15 pour tout préparer, et les stagiaires
sont arrivés entre 9 h 55 et 12 h. Plusieurs familles ont été mises en contact afin de coordonner
leurs voyages, et quatre éleves ont été accueillis gare de Lyon par Raphaél Ducatez, Linda
Gutsche a réalisé tres rapidement le trombinoscope. Apres une rapide présentation du stage
a 12 h, nous étions bien a I'heure pour le déjeuner a 12 h 30. L'aprés-midi devait permettre de
constituer les deux groupes, les "avancés" qui avaient déja manipulé les notions olympiques
et les "débutants" qui venaient s’initier aux mathématiques de ocmpétitions, au moyen de
questions écrites, de 14 h a 16 h, réunies ironiquement sous le nom "schibboleth". A 16 h, un
premier gofiter attendait les éleves, le diner a été avancé a 18 h 30, suivi de la correction des
exercices de la schibboleth. Hormis 1’heure du diner avancée d’une demi-heure, les horaires
étaient ceux de 1’an passé : petit déjeuner a 8 h, cours en parallele de 9 ha10h 30 et de 11 h
a 12 h 30, déjeuner a 12 h 30, cours de 14 h a 16 h et de 16 h 30 a 17 h 30 avec un gofiter a 16
h, diner a 18 h 30 suivi généralement d'une soirée a 20 h. Puis les stagiaires pouvaient encore
jouer, mais a 23 h, extinction des feux. Je surveillais 'aile des gargons, secondé par Baptiste
Serraille, Mathieu Barré et Thomas Budzinski, et Raphaél Ducatez surveillait l'aile des filles,
secondé par Linda Gutsche, Colin Davalo et Cécile Gachet.

Mardi soir, Razvan Barbulescu a exposé toute 1'histoire de la cryptographie, jusqu’au
concours Al Kindi proposé précisément aux éleves de quatrieme, troisiéme et seconde. Le len-
demain, Matthieu Lequesne leur a présenté une grande diversité d’actions qui les concernent
de l'association Animath. La plaquette d’Animath leur avait été distribuée a l'arrivée, avec
le livret d’accueil. Des T-shirts avec le nouveau dessin de la POFM (Préparation Olympique
Francaise de Mathématiques) ainsi que de nouveaux bics Animath leur ont été distribués. La
derniére soirée, jeudi, était traditionnellement libre. Certains éleves se sont couchés plus tard
que d’habitude, mais sans exces. La schibboleth du vendredi matin (9 h 30 a 12 h), avec des
exercices différents pour les avancés et pour les débutants, portait sur les trois journées de
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I. DEROULEMENT DU STAGE

cours, ou différents chapitres ont été abordés, mais avec une alternance moins systématique
qu’aux stages précédents, a été corrigée vendredi aprés-midi, suivie par quelques formalités
de départ... et la distribution du présent polycopié, pour une fin du stage prévue vers 16 h.

Débutants \ Avancés
10h-12h Arrivée et installation
Lundi 12h-12h30 Présentation du stage
14h-16h Schibboleth des groupes
20h Correction de la schibboleth et répartition dans les groupes
Matin géométrie géométrie
(Linda Gutsche) (Baptiste Serraille)
Mardi Apros-midi inégalités + arithmétique arithmétique + inégalités
p (Raphaél Ducatez) (Cécile Gachet)
20h Les codes secrets, de I’antiquité a nos jours (Razvan Barbulescu)
Matin géométrie et algebre géométrie + arithmétique
(Linda Gutsche) (Baptiste Serraille)
Mercredi Apros-midi stratégies de base + arithmétique combinatoire
p (Colin Davalo) (Raphaél Ducatez)
20h Présentation d’Animath (Matthieu Lequesne)
. stratégies de base algebre
Jeudi Matin (Vincent Jugé) (Louise Gassot)
Aprés-midi pot-pourri d’exercices combinatoire
(Raphaél Ducatez) (Thomas Budzinski)
Vendredi 9h30-12h Schibboleth de fin de stage
14h30 Correction de la schibboleth - cloture du stage

Quelques liens utiles pour poursuivre le travail réalisé pendant ce stage :

— Le site d’Animath : animath. fr

— Le site de la POFM : maths-olympiques. fr et notamment :

— Les archives de problemes (polycopiés etc...) : maths—-olympiques.fr/?page_id=4
— Le site MathLinks : mathlinks.ro

— Le site Art of Problem Solving : artofproblemsolving.com
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I. DEROULEMENT DU STAGE

Le présent polycopié
ne contient pas l'intégralité des cours
et des exercices faits pendant le stage,

et beaucoup de solutions sont manquantes.

Le travail de rédaction des cours, exercices et solutions est long
et a déja été fait maintes fois dans les précédents polycopiés.

La préparation olympique francaise de mathématiques (POFM)
s’efforce de trouver un autre moyen

de vous donner acces a toutes ces ressources accumulées au
cours de nos vingt années d’existence

sur son site maths—-olympiques. fr,

autrement que par l'intermédiaire de polycopiés dont les
contenus peuvent étre répétitifs
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I. DEROULEMENT DU STAGE
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II. Premiere journée

1 Exercices d’échauffement

Exercice 1
Un triangle a des cotés de longueur 3, 4 et 5. Déterminer le rayon du cercle inscrit (cercle
intérieur au triangle et tangent aux trois cotés).

Exercice 2

Soient a, b, ¢, d quatre nombres réels positifs (par exemple : 0,8; 1,5; 1,1; 0,6) vérifiant :
at+b+c+d=4.

Montrer que ab + bc + cd + da < 4.

Exercice 3
Sur la figure ci-dessous, ABCD est un carré, ABE et BCF deux triangles équilatéraux.
Montrer que les points D, E et F' sont alignés.

D C

Exercice 4
Déterminer tous les ensembles de six nombres entiers positifs {a; b; ¢; z; u; 2} tels que

—a>b>cetr>y>z
— a+b+c=xyretr+y+ z = abc.

Solution de l'exercice 1

Si 'on appelle I le centre du cercle inscrit, et r le rayon du cercle inscrit, comme 7 est
la hauteur de chacun des triangles IAB, IBC et IC'A, 'aire de ces triangles vaut : %r x AB,
57X BC, 37 x C'A, donc leur somme vaut rp en appelant p le demi-périmetre 3(AB+BC+CA).

15



II. PREMIERE JOURNEE 1. EXERCICES D’ECHAUFFEMENT

Or la somme de ces trois aires est précisément 1’aire S du triangle ABC, quel que soit le point
I a l'intérieur du triangle, et en vertu du théoréeme de Pythagore, comme 3? + 4* = 52, ce
triangle est rectangle. Son aire vaut S = 1(3 x 4) = 6, son demi-périmetre, p = 3 (3+4+5) = 6,

donc le rayon de son cercle inscrit vaut: r = — = 1.
p

Solution de l'exercice 2

ab+bc+ cd+da = (a+c)(b+d), or (a + ¢) + (b+ d) = 4 par hypothese. Il suffit donc de
démontrer que si deux nombres réels r = a + cety = b + d ont pour somme 4, leur produit
vaut au plus 4. Or (z — y)? = (x + y)* — 4oy = 16 — 4xy > 0, ce qui entraine bien que zy < 4.
Avec les quatre nombres donnés en exemple, ab + bc + cd + da = 3,99.

Solution de I'exercice 3
Les trois angles du triangle ABFE valent 60°, tout comme les trois angles du triangle BCF'.

Donc DAE = 30°. Or le triangle DAFE est isocele, ses angles a la base sont donc égaux a
180° — 30°

2
DCF = 90° + 60° = 150°, d’ott CDF = = 15° = CDE. Cette égalité d’angles
entraine que les droites (DFE) et (DF’) sont confondues, donc que D, E et F' sont alignés.

= 75°. D’ott CDE = 15°. De la méme maniére, le triangle C'DF estisocele, d’angles
180° — 150°

Solution de l'exercice 4

Parmi les deux produits abc = x+y+ z et xyz = a+b+c, 'un est inférieur ou égal a I’autre,
et on peut supposer (quitte a échanger {a; b; c} et {z; y; 2}) que abc < zyz, donc abc < a+b+c.
Orlorsque b > ¢ >2,bc > b+c>4,vuquebc— (b+¢) = (b—1)(c—1) —1 > 0. Et comme
a>2etbc>4,a(bc) — (a+bc)=(a—1)(bc—1)—1>2,donca(bc) >a+bc>a+b+c,ce
qui est contraire a ’hypothése. Donc on a nécessairement ¢ = 1.

Des lors, la condition abc < a + b+ ¢ s’écrit: ab < a+ b+ 1, soit (a —1)(b — 1) < 2. Comme
a > b, de deux choses 1'une :
— soit b = 1, et a peut étre quelconque,

— soitb =2, eta < 3,donc (a = 2) ou (a = 3).

Dans le premier cas, zyz = a+2etx +y + 2 = a.

1.Siz=12zy=2+y+3,donc (z —1)(y — 1) = 4. Comme = >y,

— soitz =5,y =2etz=1,a =38,b=c=1:cest effectivement une premieére
solution,
— soitr=y=3,2=1,a=7,b=c=1:cest une seconde solution.
2.Siz2>2,yz > 4. Doncdxr < a+2et3z >z +y+ 2 > a. Cette toute derniere inégalité
équivaut a 4z > %a. Si on la rapproche de la premiere, %a <a-+2,s0ita <6etryz <8.
Comme z > y > z > 2,laseule possibilité estr =y =2=2,a=6etb=c=1.
Dans le second cas,

1. soita =b=2,c=1,2zyz = 5n’est possible que si x = 5, y = z = 1, qui n’est pas solution
car alors x + y + z = 7n’est pas égal a abc = 4,

2. soita =3,b=2etc=1,auquel cas zyz = 6, d’o1
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II. PREMIERE JOURNEE 2. SCHIBBOLETH DES GROUPES

— soitz =6,y = z = 1, ce qui n’est pas possible car alors = + y + 2 = 8 n’est pas égal
aabc=6,

— soitx = 3,y = 2 et z = 1, ce qui fournit une quatrieme solution.

Le probléeme posé admet donc quatre solutions pour lesquelles abc < xyz :

{8 115,211 - {71, 153; 3013 - {6; 151, 22,2 - {3;2, 15 3; 2, 1

et donc évidemment 7 solutions sil’'on n'impose pas abc < xyz, ce qui rajouterait :
{20226, 1,1} - {3; 3, 7 11} - {5: 2,158, 1; 1},

2 Schibboleth des groupes
Géométrie

Question. Connaissez vous les relations des angles inscrits et de I'angle au centre? Si oui les
énoncer.

Exercice 1. Sur la figure suivante, on DBC = 40°, CAB = 20°, CDA = 50°, BDA = 30°.
Trouvez la valeur de C'AD.

Algebre
Question. Connaissez vous l'inégalité du réordonnement ? Si oui I’énoncer.

Exercice 2. Démontrez que

38,7%2,94+38%3+38,9x1,94+40x 1+10x3,1 < 38x1,9+40x3+10%2,9+38x3,1+38,7x 1

Question. Connaissez I'inégalité arithmétique et géométrique ? 'inégalité géométrique et harmo-
nique ? Si oui les énoncer.

17



II. PREMIERE JOURNEE 2. SCHIBBOLETH DES GROUPES

Combinatoire

Question. Connaissez vous les coefficients binomiaux ?

()= (o)

Question. Connaissez vous le raisonnement par récurrence ?

Exercice 3. Montrez que

Exercice 4. Montrez que

Arithmétique
Question. Connaissez vous les modulos ? Si oui que vaut le reste de la division de 10° par 117?

Exercice 5. Trouver les entiers n tels que n — 1 divise n? + 2

Probléemes pour vous occuper si vous avez le temps.

Exercice. (Bonus 1) : Soit n un entier naturel. Montrer que \/n est soit un entier naturel, soit
un irrationnel (c’est & dire, qu’il n’existe pas p, ¢ des entiers tel que \/n = 2).

Exercice. (Bonus 2) : Trois pays ont chacun envoyé n mathématiciens a une conférence.
Chaque mathématicien a des échanges avec n + 1 des mathématiciens qui ne sont pas de son
pays. Prouver qu'il existe trois mathématiciens qui ont deux a deux eu des échanges.

18



III. Débutants

1 mardi 23 matin : Linda Gutsche

Les exercices

Tous les théoremes du cours ont été vu sous forme d’exercices. Pour revoir
certains aspects en profondeur ou en apprendre plus, je vous conseille d’étudier
I'excellent polycopié de Cécile Gachet, disponible sur le site de la préparation
http://maths-olympiques.fr/wp—content/uploads/2017/09/geom_base.pdf

Exercice 1 : Centre du cercle circonscrit
Montrez que les médiatrices d’un triangle sont concourantes et que ce point de concurrence

est le centre du cercle circonscrit au triangle.

Exercice 2 : Théoreme de I'angle au centre
Soit I" un cercle de centre O et A, B et C trois points sur ce cercle. Alors BOC = 2 x BAC

Exercice 3 : Théoreme de I’angle inscrit version 1

Soit I un cercle et A, B, C' et D dans cet ordre quatre points sur ce cercle. Alors ABD = ACD
Remarque : La réciproque est également vraie : si il y a égalité des angles, alors les points sont
cocycliques.

Exercice 4 : Théoreme de ’angle inscrit version 2
Soit I' un cercle et A, B, C et D dans cet ordre quatre points sur ce cercle. Alors
ADC = 180 — ABC
Remarque : Comme pour l'autre version, la réciproque est également vraie : siil y a égalité des
angles, alors les points sont cocycliques.

Exercice 5 : Théoreme de la tangente
Soit I' un cercle et A, B, C et trois points sur ce cercle. Soit ¢ la tangente a I' en C' (la tangente
est une droite qui coupe le cercle en un unique point, et a la proriété d’étre perpendiculaire
au rayon). Alors 'angle que ¢ forme avec BC' est de mesure égale 4 celle de CAB
Remarque : Comme pour les théoremes des angles inscrits, la réciroque est également vraie :
siil y a égalité des angles, alors t est tangente au cercle circonscrita ABC en C.

Exercice 6 :
Nous avons vu les solutions pour quatre différentes versions de cet exercices (qui dépendent
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III. DEBUTANTS 2. MARDI 23 APRES-MIDI : RAPHAEL DUCATEZ

d’ou se situent les points sur les cercles)

Soit I'y et I'; deux cercles qui s’intersectent en B et E. Soit A et D deux points de I'; tels que
(AB) et (DE) recoupent I'; en respectivement deux points C et . Montrer que (AD) parallele
a(CF).

2 mardi 23 apres-midi : Raphaél Ducatez

1 Introduction aux modulos

Remarque Les exercices et les exemples peuvent étre un peu différent de ceux présentés
durant le cours.

Exemple 1 Le chiffre des unités de (211 x 13 x 92) est 6. En effet il suffit de ne garder que
le chiffre des unités de chaque terme et la multiplication donne 1 x 3 x 2 = 6.

Exemple 2 Si a est pair, b est impair, c est impair et d est pair alors on peut affirmer que

(a+b)xc+d

est impair. Remarquer que pour cela pas besoin de connaitre explicitement a, b, c, d.

La division euclidienne

C’est la division que vous avez déja vu lorsque vous étiez plus jeune. Par exemple, si vous
avez 25 billes et des sacs qui peuvent contenir 7 billes, vous pouvez remplir 3 sacs et il reste
alors 4 billes.

Voici ici la définition formelle

Définition La division euclidienne :

Soit n un entier. Soit p un entier. Alors il existe des uniques entiers ¢ et r tel que

p=gXn-+r

avec 0 < r < n. Et on appelle  le reste de la division (euclidienne) de p par n. Dans notre
exemple,onap =24,n=7,q = 3 etr = 4 (remarquer que I'on a bien r < n, sinon on aurait
pu faire un sac supplémentaire.)

Démonstration Existence : On choisit ¢ le plus grand entier tel que p > ¢ x n. On pose alors

r=p—qxn.

I faut maintenant vérifier que 0 < r < n. Puisque p > ¢ x n alors on a bien r > 0. Imaginons
quer > nmaisalorsp —¢gxn >netdoncp — ¢ xn+qxn>n+qxn(onajoute des deux
coté de I'inégalité la méme chose) et p > (¢ + 1) x n. Mais on avait dit que 'on choisissait ¢ le
plus grand entier tel que p > ¢ x n. Ce n’est donc pas possible. La conclusion est que r < n
comme vu.

Unicité : on a trouvé un 7 et un ¢ mais est-ce les seuls ? Supposons qu’il en existe deux

p=q Xn+1nr et D=qs XN +1Ty
et on peut supposer ¢; > ¢» (sinon on échange ¢; avec ¢; et r; avec ). On a

g1 XN —+1ry=qgs Xn+rg
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III. DEBUTANTS 2. MARDI 23 APRES-MIDI : RAPHAEL DUCATEZ

et donc en retirant de chaque coté
P XNFTTT—@RXN=¢XN+Try—qF¢ Xn

pour obtenir

(1 — @) xn+r=r

Imaginons maintenant que ¢; — ¢» > 1. Alors (¢; — ¢2) X n > n et donc que o > n mais
ca ce n'est pas possible car cela contredirait la définition. Conclusion, on ne peut pas avoir
¢1 — g2 > 1 et puisque ¢; > ¢» on a forcement ¢; = ¢». Et alors (¢ — ¢2) x n = 0 et donc r; = rs.
Exercice 1 Quel est le reste de la division euclidienne de 11 par 3? de 23 par 8?

Les modulos

Définition 1. (Modulo) Soit un entier n. Soient a, b des entiers. On dit que
a = b[n]

(cela se lit « a est égale a b modulo n ») si le reste de la division de a par n est égale au reste de
la division de b par n.

Exemple. On a
— 7=4[3],eneffet T=3x2+1et4d =3 x 1+ 1,donc 7 et 4 ont le méme reste égale a 1.

— 11 =18[7Jcar11=7Tx1+4et18=7x2+4.
On peut donner une autre définition des modulos qui est bien sur equivalente celle ci dessus.
Définition
(modulo)
Soit n un entier et soient a, b des entiers. On dit que

a = b[n|

sin divise b—a. C’est aussi équivalent a dire qu’il existe £ un entier tel que b = a-+kxn. Dans
nos exemple précédent : 7 = 4[3] car 7 =4 + 3 x 1. De méme 11 = 18[7] car 11 = 18 + 7 x (—1)
Exercice 2 dites pour les affirmations suivant si elles sont vrai ou fausses.

— 8 =2[3]

— 12 =2[4]

— 23 =103[10]
— 7= -2[9]

Remarque 2. Pour le cas modulo 2, le reste de la division est soit 0 soit 1. Cela correspond a
la parité : a = 0[2] si a est pair et a = 1[2] si a est impair.

Pour le cas modulo 10, le reste de la division est le chiffre des unités. On peut alors dire
que a = b[10] si et seulement si le chiffre des unités de a est égale au chiffre des unités de b
(par exemple 17 = 127[10]).

Remarque 3. On a que n divise a si et seulement si a = 0[n|.

21



III. DEBUTANTS 2. MARDI 23 APRES-MIDI : RAPHAEL DUCATEZ

Proposition 4. La somme des modulos
Soit n un entier. Soit a, b, c et d des entiers tel que

a = b[n] et ¢ =d[n]

alors
a+c=b+dn.

Exemple
13="7[6] (car 13 =746 x 1 et 2 = 26[6] car 26 = 2 + 6 x 4) alors

(13 +2) = (7 + 26)[6].
On a en effet 15 = 33[6] car 33 = 15 + 3 x 6.

Démonstration. Soit n et a,b, ¢, d comme dans I"énoncé. Alors il existe un entier & tel que b =
a + k x n. De méme, il existe k' tel que d = ¢+ k' x n. On a donc

b+d=a+kxn+c+k xn

et donc
b+d=(a+c)+ (k+k)xn

conclusion
(a+c)=(b+d)[n].

Proposition 5. la multiplication des modulos
Soit n un entier. Soit a, b, c et d des entiers tel que

a = b[n] et ¢ =d[n]

alors
axc=bxdnl.

Exemple
Exemple 8 = 2[3] et 4 = 1[3] alors 8 x 4 =1 x 2[3]. Eten effet 32 = 2 + 3 x 10.

Démonstration. Soit n et a,b, c,d comme dans 1’énoncé. Alors il existe un entier % tel que b =
a+ k x n. De méme, il existe k' tel que d = ¢ + k' x n. On a donc

bxd=(a+kxn)x(c+k' xn)
par distributivité, on obtient
bxd=axc+axk' xn+kxnxc+kxnxk xn
et on regroupe les termes en n :

bxd=axc+(axk+kxc+kxnxk)xn

conclusion
(a x c) = (bxd)[n].
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Exercice 3 Dites si les affirmations suivantes sont vrai ou fausses.
— 302 x 8 = 11[3]

— 19— (14 x 7) = 28 x 3[2]
— 13 x 218 = —2[10]
— 35441 x 17 =22 — 6[5]

Proposition 6. Puissance sur les modulos
Soit n un entier. Soit a et b des entiers tel que

a = b[n|
alors
a® = b*[n,
a® = b*[n]
et pour tout entier ¢ ‘
a' = b'[n]

olla’=aXax-- x amultiplié i fois.

Exemple
8 = 2[3] et donc 8% = 2%[3] en effet on peut vérifier que 64 =21 x 3+ let4=1x 3+ 1.
11 = 2[9] et donc 113 = 23[9).

Démonstration. On utilise la propriété précédente avec a = bn] et on choisi également a pour
cet b pour d. Alors
axa=bxbn]

Maintenant, on sait que ¢ = b[n] et a X a = b x b[n] alors en avec la propriété précédente
axaxa=bxbxbn].
On peut répéter la méme démarche i et on obtient
ax---xa=bx---xbn]
ol on a multiplié de chaque coté i fois. O

Exercice 4 Compléter les ? avec des nombres entre 0 et 4 ou entre 0 et 7.

— 213 =7[4]
— 6% =7[T7]
— 210 =217

Correction : 21 = 1[4] car 21 = 4 x 5+ 1. Donc 21° = 13[4], conclusion 21° = 1[4].
6% = —1[7] car 6 = —1 + 1 x 7. Donc 6® = (—1)8[7] et donc 6® = 1[7]
Calculons 2% = 4[7], 23 = 8]7] et donc 23 = 1[7]. Alors on a

2x29x22x22=2x1x1x1[7]

et on peut conclure 2'° = 2[7].
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2 Critere de divisibilité :

Vous avez tous appris il y a longtemps que pour vérifier si un nombre est divisible par 9
(ou par 3), on fait la somme de ses chiffres et on regarde si cette somme est divisible par 9 (ou
par 3).

Un peu moins connu, pour savoir si un nombre est divisible par 11, il suffit de verifier si
la somme alterné de ses chiffres est divisible par 11.

Par exemple 981 est divisible par 9 car 9 + 8 + 1 = 18 est bien divisible par 9 mais pas par
11 car 9 — 8 + 1 = 2 n’est pas divisible par 11. Autre exemple : 7854 et divisible par 11 car
—7+4 8 — 5+ 4 = 0 est bien divisible par 11.

On va montrer cette proposition grace aux modulos.

Proposition 7. Soit p un entier que 1'on peut écrire en chiffre ay, - - - asaia¢ (ay est le chiffre
des unités, a; est le chiffre des dizaines, a, des centaines, etc... dans notre exemple avec 981,
ag=1,a9 =8etaz =9)

Alors 9 divise p si et seulement si 9 divise ay, + - - - + a; + ag la somme de ses chiffres.

De méme, 3 divise p si et seulement si 3 divise a;, + - - - + a1 + a¢ la somme de ses chiffres.

Démonstration. (on le fait pour 9, pour 3 c’est la méme démonstration) :
On a que 10 = 1]9] d’apres la propriété précédente on a que

100 = 1]9]

1000 = 1[9]
pour tout 7,

10" = 1[9]

On écrit p = 10* x aj, --- + 100 X ay + 10 X a; + 1 X ag alors
p=10F x ap---+100 x ag + 10 x a; + 1 x ag[9)]
et donc

pElxak---—l—lxa2+1><a1+1><a0[9]

pEak"-+a2+a1+a0[9]

Conclusion p est égale a la somme de ses chiffres modulo 9. En particulier, p = 0[9] si et
seulement si aj, + - - - + a1 + ap = 0[9] et donc p est divisible par 9 si et seulement si la somme
de ses chiffres est divisible par 9. O

Proposition 8. Soit p un entier que I’on peut écrire en chiffre ay, - - - asa1a9
Alors 11 divise p si et seulement si 11 divise (—1)F x aj, + - -+ — az + as — a; + ag la somme
alternée de ses chiffres.

Démonstration. On a que 10 = —1[11] d’apres la propriété précédente on a que
100 = 1[11]
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1000 = —1[11]
pour tout 7,
10" = (—1)"[11]
c’est & dire 10° = —1[11] si i est impair et 10" = 1[11] si ¢ est pair.

On écrit p = 10* x aj, - -~ + 100 x ay + 10 X a; + 1 X ag alors
p=10" x ap--- +100 x ag + 10 x a; + 1 x ag[9)]

et donc
p=(-1)"xap-+1xay+—1%xa; +1xag[9]

pP=ag---+az —a; + apl9)

Conclusion p est égale a la somme alterné de ses chiffres modulo 11. En particulier, p = 0[11]
si et seulement si (—1)* x aj, + - - — a1 + ap = 0[9] et donc p est divisible par 11 si et seulement
si la somme de ses chiffres est divisible par 11. O

Exercice 1 193116 est il divisible par 37 par 97 par 11? par 33? par 997

Exercice 2 Que vaut le reste de la division de 705432°° par 11?

3 mercredi 24 matin : Linda Gutsche

Les exercices

Exercice 1 : Orthocentre

Montrez que les hauteurs d'un triangle sont concourantes. Ce point est appelé orthocentre de
ABC.

Exercice 2 : Centre du cercle inscrit
Montrez que les bissectrices d"un triangle sont concourantes et que ce point de concurrence
est le centre du cercle inscrit au triangle.

Exercice 3 : Théoreme de Miquel
Soit ABC un triangle, et P, () et R trois points quelconques sur respectivement [BC], [C'A] et
[AB]. Montrer que les cercles circonscrits a AQR, BRP et C' P() sont concourants.

Exercice 4 :

Soit ABC un triangle et H4, Hp et H¢ respectivement les pieds des hauteurs issues de A, B et
C' dans ABC. Montrer que H, l'orthocentre de ABC), est le centre du cercle inscrita HyHpH¢
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4 mercredi 24 apres-midi : Colin Davalo

L'objectif de ce cours est de découvrir les stratégies de base pour la résolution de
problemes d’olympiades, et de découvrir 'arithmétique des nombres premiers. Pour un
cours plus détaillé, n’hésitez pas a consulter les cours de la pofm disponibles sur le site
maths-olympiques. fr, traitant de stratégies de base, et d’arithmétique.

Le principe des tiroirs

Le principe des tiroirs part d’une idée intuitive : si on a n + 1 chaussettes a mettre dans
n tiroirs, alors deux chaussettes seront dans le méme tiroir. Cependant cette idée simple peut
s’appliquer pour résoudre des problemes plus difficiles.

Exercice 1 Seize étudiants passent une épreuve avec trois exercices. Chaque étudiant résout
un exercice. Démontrer qu’au moins 6 étudiants ont résolu le méme exercice.

Solution de I'exercice 1 On a 16 étudiants a ranger dans 3 catégories, ainsi si on suppose par
I'absurde qu’au plus 5 étudiants ont résolu chaque exercice, alors on aurait que 15 étudiant :
ce qui est une contradiction.

Exercice 2 Les points du plan sont coloriés de telle sorte que chaque point soit rouge ou bleu.
Montrer que pour tout réel x > 0 il existe une couleur telle qu’on puisse trouver deux points
de cette couleur distants de .

Solution de I'exercice 2
On considere un triangle équilatéral de coté . Il existe alors deux sommets de ce triangle
qui conviennent.

Exercice 3 * On place 51 points sur un carré de co6té 1. Montrer qu’on peut en trouver au moins
3 alintérieur d'un cercle de rayon 1 (ce cercle peut déborder sur les cotés du carré).

Solution de I'exercice 3 Pour appliquer le principe des tiroirs, il faut moins de 2' tiroirs, soit au
plus 25. Couvrir un carré avec 25 cercles est moins facile que le couvrir avec 25 carrés, de coté

£. Mais la diagonale d"un tel carré mesure */?5 < 2, de sorte que chacun de ces carrés est inclus
dans un cercle de rayon 1. Les trois points qui se trouvent a l'intérieur d’'un méme carré se
trouvent a fortiori a l'intérieur d"un méme cercle.

Exercice 4 On place 6 points a l'intérieur d"un rectangle de dimension 4 x 3. Montrer qu’on
peut en trouver deux dont la distance est inférieure ou égale a /5.

Solution de I'exercice 4 Si I’on plagait 7 points, le probléeme serait facile, il suffirait de diviser
le rectangle en six rectangles 2 x 1. Mais on n’a que 6 points, il faut donc trouver un autre
découpage astucieux. La figure nous montre quel découpage choisir. A I'intérieur d"un de ces
six polygones, il y a deux points au moins, et leur distance est nécessairement inférieure a la

plus grande diagonale du polygone, donc a v/5.

Exercice 5 Dans un groupe de 6 personnes, montrer qu’on peut en trouver trois qui se
connaissent, ou trois qui ne se connaissent pas, sachant que la relation de connaissance est
réciproque.

Solution de ’exercice 5 On considére une personne A, soit elle connait trois personnes soit elle
n’est pas connue de trois personnes par principe des tiroirs. Si elles en connait trois ,on consi-
dere alors B, C, D ces trois personnes. alors soit ces trois la ne se connaissent pas, ou bien
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deux d’entre elles se connaissent et alors elles se connaissent avec A. L'autre cas se traite de
méme.

Exercice 6 Soit a un nombre réel positif. Montrer qu’il y a au moins un nombre
dans{a,2a,--- ,(n — 1)a} qui est & distance au plus + d’un nombre entier.

Solution de I'exercice 6 On regarde les restes de ces entiers modulo 1. Avec 0 et 1 cela fait n + 1
éléments de [0;1] , donc par le principe des tiroirs on peut en trouver deux dans un méme
intervalle de la forme [%; *£1] avec k un entier. Ainsi soit on a directement q'un élément de
{a,2a,---,(n —1)a} est proche d'un entier car sa partie fractionnaire est proche de 0 ou 1, ou
bien on trouve que |la — ma| < £ . Donc (I — m)a est a distance au plus 1 d’un entier.

Nombres premiers

Définition 9. On dit qu'un entier a divise b si il existe un entier c tel que ac = b. On dit aussi
dans ce cas que b est divisible par a, ou encore que «a est un diviseur de b. On le note a/|b.

Tout entier strictement positif n est divisible par 1, et par n. On dit qu'un nombre p > 1 est
premier si ses seuls diviseurs sont 1 et p.

Théoreme 10 (Lemme de Gauss). Soit p un nombre premier, et a, b deux entiers. Si p divise
ab, alors p divise a ou p divise b.

Ce résultat n’est pas toujours vrai si p n’est pas premier : 6 divise 2 x 3 mais 6 ne divise ni
2ni 3.

Théoréme 11. Tout entier strictement positif n peut s’écrire sous la forme :
— X 2 g
n = pi"t X py? X .. X py

Cette écriture s’appelle la décomposition en facteurs premiers de n. De plus cette écriture
est unique a permutation des p; pres, c’est a dire en particulier qu’elle est unique si on impose

1 <p2 < < Dg.
Exercice 7 Décomposer en facteurs premiers les entiers 2,4,6,9,17,72.

Solution de 'exercice 7

2=21,4=2%26=2x3,9=23%17 =17, 72 = 2% x 3% Pour décomposer un entier en
facteurs premiers n on cherche un diviseur de n premier p (par exemple le plus petit diviseur
strict de n), et on décompose * en facteurs premiers.
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Définition 12. Pour un entier strictement positif n, et un nombre premier p, on note v,(n) le
plus grand entier k tel que p* divise n. C’est également 1'exposant de p dans la décomposition
en facteurs premiers.

Exercice 8 Que vaut v3(18'%)?

Solution de I'exercice 8 L'entier 18'%° = 2100 x 3**, est divisible par 3?00, mais pas par 3*°.
Exercice 9 Trouver tous les entiers tels que m* = 4n + 2.

Solution de I'exercice 9 La valuation 2-adique de m? est un multiple de 3, mais 4n + 2 est pair
sans étre multiple de 4. Ainsi, sa valuation 2-adique vaut 1, qui n’est pas un multiple de 3 : il
n’existe pas de telle solution.

Exercice 10 Que vaut 1, (21% + 2200)?

Solution de I'exercice 10 On a 2'%0 + 2200 = 2100 5 (1 4 2100) ‘et 1 + 2'00 est impair, donc 2'°! ne
divise pas 2'% 4 229 mais 2!% le divise. Donc 15 (2% + 2290) = 100

Principe de descente infinie

Exercice 11 Montrer que v/2 n’est pas rationnel en utilisant le principe de descente infinie.

Solution de 'exercice 11 On suppose par ’absurde que v/2 = - avec py, ¢ > 0. Alors 2¢1 = p3,
et donc p; est pair, et s’écrit 2 x p, = p1, avec p; > po > 0. Alors ¢ = 2p3, donc ¢ est pair

et de méme il s’écrit 2 X ¢o = po. Alors V2 = Z—z. On construit ainsi de suite py, g; tels que
V2 = % et0 < -+ < p3 < py < p1. C’est impossible car cela donnerait une suite infinie
strictement décroissante d’entiers positifs. On peut aussi faire une peuve sans passer par un

raisonnement par l’absurde : si V2 = ”—1, alors 2¢*> = p*, mais la valuation 2-adique du membre
de droite est paire, et celle du membre de gauche est impaire, c’est impossible

Exercice 12 Trouver toutes les solutions entiéres de I"équation :

® +y° = 3(u” +v°)

Solution de I'exercice 12 On montre d’abord un premier résultat : si 3 divise 2% +y?* alors 3 divise
x et 3 divise y. En effet, les carrés modulo 3 valent toujours 0 ou 1. Ainsi la somme de deux
carrés vaut zéro modulo 3 si et seulement si les deux carrés sont congrus a zéro modulo 3,
d’otu le résultat. Soient z, v, u, v des entiers non tous nuls. Alors 3 divise 22 + y?, donc z et y

sont divisibles par 3 par le résultat précédant. Mais alors 3(u? + v?) est divisible par 32, donc
u et v sont divisibles par 3 (par le résultat précédant).

Ainsi z,y,u,v sont divisibles par 3, et 2’ = %,y = %,u' = £,v" = £ satisfont la méme

équation. Ainsi ces quatre entiers sont divisibles par trois par le méme raisonnement, et ainsi
de suite. Ainsi z, y, u, v peuvent étre divisés par 3" pour tout entier n, donc ils sont tous nuls.

La seule solution est alors (0, 0,0, 0).

Exercice 13 Montrer que tout rationnel 7 inférieur ou égal a 1 peut s’écrire sous la forme
L4 n—lk pour certains entiers k et ng, - - -, ng.

ni
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Solution de I'exercice 13 On va utiliser 1'algorithme suivant : considérons le plus petit entier
n tel que ¢ > 1. 11 satisfait alors, an > b, et an — b < n. Alors on écrit ¢ = 1 4 9 On

an

recommence avec la fraction, 22, Au bout d’un moment la fraction obtenue est nulle, car
la suite des numérateurs est strlctement décroissante. Alors on obtient une ecrlture de ¢ de
la forme désirée (les entiers n; sont bien distincts, car le reste *72* est inférieur a X pulsque
a < b).

5 jeudi 25 matin: Vincent Jugé

Principe des tiroirs

Exercice 1 Paris compte deux millions d’habitants. Un étre humain a, au plus, 600000 che-
veux sur la téte. Au vu de ces seules informations, combien peut-on trouver de parisiens qui
ont exactement le méme nombre de cheveux sur la téte?

Exercice 2 On ajeté de la peinture noire sur le sol blanc d'une piéce carrée de 2 métres de coté,
n’importe comment. Montrer qu’il existe deux points de la méme couleur dont la distance est
exactement d’un metre.

Exercice 3 Al’occasion d’un stage Animath, qui regroupe au moins deux stagiaires, la relation
« se connaitre » est symétrique : si x connait y, alors y connait z. Montrer que, parmi les
stagiaires, il en existe deux qui connaissent exactement le méme nombre de stagiaires.

Principe de récurrence

Exercice 4 On se donne deux nombres r et a. On pose s, = a puis, pour tout n > 0, on pose
Sp+1 = Sn, + . Proposer une formule simple pour s,,, puis montrer qu’elle convient.

Exercice 5 On pose ¢, = 0 puis, pour tout n > 0, on pose t,,11 = t, + n. Les entiers t,, sont
appelés « nombres triangulaires » : pourquoi? Montrer que, pour toutn > 0,onat, = n(n +

1)/2.

Exercice 6 On pose u; =1 /2 puis, pour tout n > 2, on pose

1
n(n+1)

Up = Up—1 +

Proposer une formule simple pour u,, puis montrer qu’elle convient.
Exercice 7 Montrer que, pour tout n > 1, on a l'inégalité

1+1+1+ +1<2 1
12 5 22 32 n2 n’

Exercice 8 Sur une ile déserte vit, en I'an 0, un couple de lapereaux qui viennent de naitre.
Chaque année, chaque couple de lapins 4gés d’au moins deux ans se reproduit et engendre un
nouveau couple de lapins. Ainsi, il y a un couple en I’an 0; un couple en I’an 1; deux couples
en l'an 2 (un couple de lapereaux, et notre premier couple né en 1’an 0, qui s’est reproduit);
trois couples en 1’an 3, etc. On note F,, le nombre de couples de lapins vivant en ’an n (la suite
(F)n>0 est connue sous le nom de « suite de Fibonacci »).
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1. Donner une formule simple pour définir F,, par récurrence, a partir de F,,_; et F,,_,.

2. On se trouve face a un escalier a trois marches. On a des jambes assez grandes pour
monter les marches par une ou par deux, mais pas par trois. Montrer qu’il existe F,
maniéres différentes de monter 1’escalier.

Descente infinie

Exercice 9 Soit (z,y, z) trois entiers solutions de 1’équation 2* + 2y® = 423. Montrer que z est
pair, puis identifier toutes les solutions de cette équation.

Invariants

Exercice 10 Peut-on recouvrir un échiquier 9 x 9 avec des dominos 1 x 27?

Exercice 11 Une feuille de papier est déchirée en trois parties. Ensuite, 'une de ces parties est
déchirée de nouveau en trois parties, et ainsi de suite. Peut-on obtenir, en fin de compte, un
total de cent parties?

Exercice 12 Est-il possible de répartir les entiers 1,2,...,33 en 11 groupes disjoints de trois
éléments chacun, de sorte que, dans chaque groupe, 1'un des éléments soit la somme des
deux autres?

Exercice 13 Sur une ile déserte vivent 34 caméléons. Au départ, 7 sont jaunes, 10 sont rouges et
17 sont verts. Lorsque deux caméléons de couleurs différentes se rencontrent, ils prennent tous
les deux la troisiéme couleur. Lorsque deux caméléons de la méme couleur se rencontrent, il
ne se passe rien. Au bout d'un an, il se trouve que tous les caméléons sur 1'ile sont devenus
de la méme couleur. Laquelle?

Inclusion-exclusion

Exercice 14 Combien y a-t-il d’entiers a 4 chiffres ou moins et qui ne sont divisibles ni par 3,
ni par 5, ni par 77

6 jeudi 25 aprés-midi: Raphaél Ducatez
Pot pourri d’exercices, d’arithmétique et de stratégies de base, issu d’autres polycopiés de
stages Olympiques. Francois Lo Jacomo a remplacé Raphaél Ducatez apres le gotiter pour un

dernier exercice (comment retrouver I'année de naissance a partir des autres chiffres et de la
clef de contrdle du numéro de sécurité sociale).
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IV. Avancés

1 mardi 23 matin : Baptiste Serraille

Premier cours de géométrie. Voir d’autres polycopiés de stages olympiques.

2 mardi 23 apres-midi : Cécile Gachet

Cours d’arithmétique et d'inégalités qui reprend des exercices publiés par ailleurs dans
d’autres polycopiés d’Animath.

3 mercredi 24 matin : Baptiste Serraille

Deuxieme cours de géométrie... Voir d’autres polycopiés de stages Olympiques...

4 mercredi 24 apres-midi : Raphaél Ducatez

Exercices

Exercice 1 On souhaite ranger sur une étagere k livres de mathématiques (distincts), m livres
de physique, et n de chimie. De combien de fagons peut-on effectuer ce rangement :
1. siles livres doivent étre groupés par matiéres;

2. siseuls les livres de mathématiques doivent étre groupés.

Exercice 2 Pour n € N*, on note a,, le nombre de maniéres de recouvrir un rectangle de taille
2 x n avec des pieces de taille 1 x 2. Trouver une relation de récurrence entre les a,,.

Exercice 3 On dispose d’un domino de largeur 1 et de longueur n. On note A,, le nombre de
coloriages possibles de ce domino, c’est-a-dire le nombre de facons différentes de noicir ou
non les cases. On note F,, le nombre de fagons de colorier ce domino de telle sorte qu’il n’y ait
jamais deux cases voisines noircies.

1. Calculer A,,.

2. Calculer F}, I3, F3 et Fy.
3. Trouver une relation de récurrence entre les F,.

4. Montrer que Vn € N*, Vp e N*, F, 11 = Fo. B, + 1 Fp .
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Exercice 4 Soit n et k entiers tels que 1 < £ < n. Donner deux démonstrations de la formule
. L (n41y -1 k
suivante : (;71) = (7) + (") +.. + ().

Exercice 5 Quel est le nombre de m-uplets (1, zo, ..., z,,) € (N*)” vérifiant x, +... 4z, =n?

Exercice 6 Soit n € N*. On se donne 2n points sur le bord d’un cercle. On note F;, le nombre
de facons de relier ces points, deux a deux, a l’aide de n cordes qui ne se recoupent pas a
I'intérieur du cercle. Trouver une relation de récurrence entre les F,.

Exercice 7 Soit n > 1. Montrer que Z (Z) E* =n(n+1)2" 2
k=1

n 2
2
Exercice 8 Soit n € N. Montrer que Z (Z) = ( n)
k=0

n

Solutions des exercices

Solution de I'exercice 1
1. D’abord choisir l'ordre des matieres (3! choix), puis pour chaque matiére 1’ordre des
livres (k!m!n! choix). Cela fait au total : 3!k!m!n! fagons de ranger les livres.

2. On peut d’abord ne considérer que les livres de physique et de chimie. Ils sont au
nombre de n + m. Il y a donc (n + m)! facons de les ordonner. Il y a ensuite (n +m + 1)
emplacements pour insérer le groupe des livres de mathématiques (tout a gauche, tout
a droite, et entre deux livres consécutifs). Il faut enfin choisir un ordre pour les livres de
mathématiques (k! choix). Conclusion, il y a (n + m + 1)!k! facons de ranger les livres.

Solution de I’exercice 2 Posons ag = 0. On a clairement a; = 1. Pour n > 2, regardons ce qui
peut se passer tout a gauche du rectangle. Soit on place une piece verticale,

et il reste ensuite un rectangle de taille 2 x (n — 1) qui se recouvre de a,_; fagons différentes;
ou bien, on place deux piéces horizontales,

|

auquel cas il reste un rectangle de taille 2 x (n—2) qui se recouvre de a,,_, manieres différentes.
Conclusion, on a la relation :

Gp = Gp_1 + Ap_2.

Solution de I'exercice 3
1. Pour chaque case, on peut choisir de la colorier ou non (2 choix). On a donc 4,, = 2".
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2. On trouve facilement I}, = 2, F, = 3, F5 =5, [, = 8.

3. Prenons n > 3 et distinguons deux cas. Si la premiére case est noircie, la deuxiéme ne
doit pas l'étre.

R

Il reste ensuite un domino de longueur n — 2 qu’on peut colorier sans contrainte parti-
culiere (F,,_» choix). Si la premiere case n’est pas noircie, il n'y pas pas de contrainte sur
la deuxieme, et il reste donc un domino de longueur n — 1 a colorier (F},_; choix).

Conclusion, pour n > 3, on a la relation :

F,=F,_1+F,».

4. Soientn > 1 etp > 1. On se donne un domino de longueur n + p + 1 et on considere la
(n+ 1)-ieme case. Si on choisit de ne pas colorier celle-ci, il y a alors a gauche un domino
de longueur n et a droite un domino de longueur p qu’on peut colorier sans contrainte
particuliere. Cela fait en tout F,, F}, choix.

Si on choisit de la colorier, ses voisines doivent rester blanches, et on a alors des dominos
de longueur n — 1 et p — 1 a respectivement a gauche et a droite a colorier sans contrainte
particuliere. Cela fait £}, F,_; choix.

Conclusion, on a bien :
Fn+p+1 = Fan + anlefl-

Solution de l'exercice 4 Le premier terme compte le nombre de sous-ensembles de
{1,....,n+1} a k + 1 éléments. Comptons ces derniers d'une autre fagon, et les par-
tionnant selon le plus petit élément qu’ils contiennent. Les sous-ensembles dont le plus petit
élément est 1 et contenant k& + 1 éléments sont au nombre de (Z) En effet, se donner un tel
sous-ensemble revient a choisir £ éléments dans {2,...,n+ 1} (le 1 étant déja donné). De
méme, les sous-ensembles a k + 1 éléments et donc le plus petit élément est 2 sont au nombre
de (".'). Et ainsi de suite. Finalement, on obtient bien :

)= (@) () e )

Solution de l'exercice 5 A chaque m-uplet (21, . .., z,,) d’entiers strictement positifs tels que =1+
.-+ 4+ x,, = n, on peut associer la représentation suivante.

33



IV. AVANCES 4. MERCREDI 24 APRES-MIDI : RAPHAEL DUCATEZ

n points

X1 X2 Lm

Se donner un m-uplet qui convient revient a choisir les emplacements des m — 1 séparations.
Orilyan — 1 emplacements possibles. La réponse est donc ("~!).

m—1
Solution de I'exercice 6 Choisissons un point arbitrairement, par exemple celui se trouve en
haut du cercle. Et on partitionne les configurations selon le point auquel le premier est re-
lié. La corde concernée sépare la configuration en deux.

Notons k la moitié du nombre de points se trouvant strictement a droite de cette corde. k varie
donc de 0 a n — 1. Les 2k points a droite de la corde peuvent étre reliés de F}, fagons et ceux a
gauche de F),_;_, facons. Conclusion, on a

n—1
Fu=3 FFii.
k=0

Solution de I'exercice 7 Dans la somme de gauche, chaque terme compte la fagon de choisir une
équipe de k personnes parmi n, puis de désigner un capitaine et un gardien (qui peuvent étre
la méme personne). La somme compte donc toutes les fagons de constituer de telles équipes de
tailles allant de 1 a n. Procédons maintenant a un comptage différent. Distinguons deux cas. Si
le capitaine et le gardien sont la méme personne, on peut commencer par désigner celle-ci (n
choix). On désigne ensuite le reste de I'équipe, autrement dit, on choisit un sous-ensemble des
n — 1 personnes restantes (2"~ ! choix). Cela fait donc n2"~! choix. Si le capitaine et le gardien
sont distincts, on peut commencer par choisir le capitaine (n choix), puis le gardien (n — 1
choix), et enfin le reste de I'équipe (2" choix); cela fait donc n(n — 1)2"~2 choix. Finalement,
on a bien
n2" ' 4 n(n —1)2"? =n(n+1)2" 2

Solution de I'exercice 8 Le terme de droite compte le nombre de fagons de choisir n personnes
parmi 2n. Imaginons qu’il y a n hommes et n femmes. On peut alors compter le nombre de
fagon de choisir k£ hommes ((}) choix) et n — k femmes ((,",) = (}) choix), puis sommer sur
toutes les possibilités de &, c’est-a-direde O a n :

> () = ()
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5 jeudi 25 matin : Louise Gassot

Exercice 1 Trouver les fonctions f : N — N telles que f(2n) = 2f(n) et f(2n+1) =2f(n) +1
pour tout n € N.

Exercice 2 (Equation de Cauchy) Trouver les fonctions f : Q — R telles que f(z +y) =
f(x) + f(y) pour tous z,y € Q.

Exercice 3 Trouver les fonctions f : N — N telles que f(f(n)) = n + 1 pour toutn € N.

Exercice 4 (Bonus) Trouver les fonctions f : N — N telles que f(f(n)) = n + 2019 pour tout
n € N.

Exercice 5 Trouver toutes les fonctions f : R — R telles que pour tous z,y € R,

f@)fy) + flx +y) =zy.

Exercice 6 Trouver toutes les fonctions f : R — R telles que pour tous z,y € R,

fla=fly))=1-z—-y.

Exercice 7 Trouver toutes les fonctions f : R — R telles que pour tous z,y € R,

@™ +y) = (@ +2y) + f(2*).

Exercice 8 Trouver toutes les fonctions f : R — R telles que pour tous z,y € R,

(z—y)fx+y)— (x+y)flx—y) =day(z® — y*).

Solutions

Solution de I'exercice 1 Soit f une éventuelle solution du probleme. D’apres les relations don-
nées, on voit bien que si I'on connait les premiéres valeurs de f, on va pouvoir en déduire
toutes les valeurs de f de proche en proche.
On commence donc par choisir n = 0, et ’on obtient f(0) = 2f(0) d’ou f(0) = 0.

Pourn=1,ona f(1) = f(2+1)=2f(0)+1=1
Pourn =2,0ona f(2) = f(2) =2f(1) =2
Pourn =3,ona f(3) = f(2+1) =2f(1)+1=3..
Il semblerait que f(n) = n pour tout n. C’est vrai pour n = 0,1,2,3. Fixons unn > 1 et
supposons que f(k) = k pour tout £ < n. On va prouver que f(n+ 1) =n+ 1.

— 1ler cas : sin + 1 est pair. Alors n + 1 = 2a pour un certain entier a tel que 0 < a < n, et

donc f(a) = a. Parsuite, f(n+ 1) = f(2a) =2f(a) =2a =n+ 1.

— 2eéme cas : sin + 1 est impair. Alors, par construction, f(n +1) =2f(n/2) +1=n+ 1.
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Donc dans tous les cas, f(n+ 1) = n+ 1. Finalement, de proche en proche, on a f(n) = n pour
tout n. Réciproquement, il est clair qu'une telle fonction est bien solution du probléme, etil y
a donc une seule solution qui est la fonction n — n.

Solution de I'exercice 2 Soit f une solution éventuelle du probleme.
— Pour xz =y =0, il vient f(0) = 2f(0), d’ou f(0) = 0.

— En choisissant y = —z, on constate que, pour tout entier z, on a f(z) + f(—z) = 0, et
donc que f(—z) = —f(z). Cela assure qu'il suffit de déterminer f sur les entiers naturels
pour connaitre f sur Z tout entier.

— On ne voit pas de relation évidente pour déterminer f(1), donc on pose a = f(1).

— En choisissant y = 1, on constate que f(z + 1) = f(z) + f(1) = f(x) + a, pour tout entier
x. Il est alors assez facile d’en déduire que f(2) = 2a, f(3) = 3a, f(4) = 4a. De proche
en proche, on en déduit que f(n) = na pour tout entier naturel n, puis pour tout entier
relatif n.

m

— Si ¢ est un rationnel, on peut écrire ¢ = ” ol m,n sont des entiers tels que n > 0.
Puisqu’on connait bien f sur les entiers, 'idée est de s’y ramener et pour cela, on constate
que pour x = y,on a f(2x) = 2f(x) puis, pour y = 2x que f(3z) = 3f(x), et de proche
en proche que, pour tout entier £ > 0 et tout rationnel x, on a f(kz) = kf(x). Par suite,
ona f(ng) = nf(q) etaussi f(nqg) = f(m) = ma, doncnf(q) = ma,d’ou f(q) = “a = qa.

Ainsi, il y a une infinité de solutions, qui sont les fonctions de la forme f : ¢ — ag ot a est un
réel fixé.
Solution de l'exercice 3 Soit f une éventuelle solution. En composant 1’équation fonctionnelle
par f, f(f(f(n))) = f(n+ 1) = f(n) + 1 pour tout n. Cela implique que f(n) = n + f(0) pour
tout n, mais alors f(f(n)) = n+ 2f(0) pour tout n. Or f(0) étant entier, 2f(0) ne peut pas étre
égala 1.

Solution de l'exercice 4 On considere g : Zogg — Zag19 définie par

g(n) = f(n [mod 2019]) [mod 2019].

On montre que cette fonction est bien définie. On a f(k) + 2019 = f(f(f(k))) = f(k + 2019)
donc si x = y [mod 2019], alors f(z) = f(y) [mod 2019] donc g est bien définie.

D’apres 1’égalité de 1'énoncé, g est une involution, or Zs 9 est de cardinal impair, donc ¢
admet un point fixe p € Zyn19, Ol p est un représentant de p dans Z. Il existe alors un £ € N tel
que f(p) = p + 2019k.

Or f(f(p)) =p+2019et f(f(p)) = f(p+ 2019k) = f(p) + 2019k. D’autre part, en itérant
I'égalité f(x + 2019) = f(x) + 2019, on obtient f(f(p)) = p + 2 x 2019k, d’otr p + 2019 =
p+ 2 x 2019k et k = 3, absurde! Ainsi cette équation n’a pas de solution.

Remarquons que le raisonnement tient toujours en remplacant 2019 par n'importe quel
nombre impair, mais 1’équation fonctionnelle f(f(z)) = = + 2n ot n est un entier naturel fixé
a toujours au moins une solution f : k — k + n.

Solution de I'exercice 5 En prenant z = 0, on a (f(0) + 1) f(y) = 0. Comme [ ne peut pas étre
identiquement nulle (prendre x = y = 1 par exemple), ona f(0) = —1. Enprenantz = —y =1,
ona f(1)f(—1) =0.

Si f(1) =0,enprenantz = 1,ona f(y + 1) = y, donc la seule fonction solution possible
est v — x — 1. On vérifie qu’elle convient.
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Sinon, f(—1) = 0, et en prenant x = —1, on trouve de méme z — —1 — x comme unique
possibilité, et elle convient également.

Solution de l'exercice 6 Soit f une éventuelle solution.

En prenant x = f(y) dans I'équation de départ, on obtient f(y) = 1 — f(0) — y. Ainsi, f est
de la forme x — ¢ — z avec ¢ = 1 — f(0). En réinjectant dans 1’équation initiale, on en déduit
que pour tous réels z, y, ¢ — (x — (¢ — y)) = 1 — x — y. Par conséquent, ¢ = 1, et I'on vérifie que
x — 3 — x est bien solution.

Solution de I'exercice 7 Parfois une simple substitution permet de tuer une équation fonction-
nelle qui a l'air méchante... Soit f une solution éventuelle. On veut une substitution qui
puisse tuer deux termes... testons la méthode la plus simple : 2°% + y = 22 + 2y lorsque
y = %% — 2?18 pourquoi ne pas poser y = z** — 2?°'¥? On obtient directement f(z**) = 0
pour tout réel x. Ainsi f est nulle sur les réels positifs.

En posant y = 0, on a f(2**) = f((—x)***) donc f est nulle sur R tout entier. La fonction
nulle est donc I'unique solution. (La vérification est immédiate).

Solution de I'exercice 8 Pour clarifier un peu le probleme, on pose v +y = a et x — y = b. Ainsi
2 —y? = ab, 2x = a+bet2y = a—b. On obtient pour tous réels a, b: bf(a) —af(b) = ab(a* —b?).
En prenant @ = 0, bf(0) = 0 pour tout b donc f(0) = 0.

Ensuite, pour a,b # 0, on divise par ab : @ — @ = a® — b?, soit @ —a? = @ — v’ La
quantité @ — a? est indépendante du parametre choisi! On 'appelle ¢ = @ — a? (valable
pour tout a non nul). Ainsi pour tout = # 0, f(z) = 2® 4+ cz, mais cela reste valable pour z = 0

car f(0) = 0. Il ne reste plus qu’a vérifier que ces fonctions conviennent!

6 jeudi 25 aprés-midi: Thomas Budzinski

Ce cours de combinatoire reprend des exercices que vous trouverez par ailleurs dans
d’autres polycopiés d’Animath.
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V. Dernier jour : schibboleth de fin de
stage

1 Enoncés

1 Débutants

Exercice1 On définit les nombres u,, comme suit: u; = 1 et pour toutn, ona u,4+; = u,+2n+1.
1. Calculer u,, usz et uy.

2. Conjecturer une formule et la montrer par récurrence.

3. Calculer uq.

Exercice 2
1. Pour quelle valeurs de n € N, 6'! 4 5n + 2 est-il divisible par 7?
2. Quel est le reste de la division euclidienne de 3945727 par 11? par 9?
Exercice 3 Soit ABC un triangle, H son orthocentre, et M/ le milieu du segment [BC|. Appe-

lons o la mesure de 1’angle BAC.
1. Montrer que BHC =180 — a

2. Soit P le symétrique de H par rapport a (BC). Montrer que A, B, C et P sont cocycliques
(pas nécessairement dans cet ordre!)

3. Soit () le symétrique de H par rapport a M. Montrer que A, B, C' et () sont cocycliques
(encore une fois, pas nécessairement dans cet ordre!)
On rappelle que faire une figure est indispensable.

Exercice 4 Alice écrit au tableau 11 entiers deux a deux distincts, entre 1 et 20 inclus.
1. Existe-t-il forcément deux entiers écrits au tableau dont la différence est 10?

2. Existe-t-il forcément deux entiers écrits au tableau dont la différence est 9?

2 Avancés

Exercice 1 Une fourmi se trouve sur le point A (voir la figure ci-dessous) et souhaite aller
jusqu’au point H. Elle se déplace sur une grille et a chaque minute, elle se déplace d'une case
soit vers la droite soit vers le haut (et jamais a gauche ou en bas). Le point H se trouve n cases
plus haut et k£ cases a droite par rapport a A. Autrement dit, dans le repére indiqué sur la
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figure, ona A = (0,0) et H = (k,n). Combien y a-t-il de chemins possibles pour la fourmi
pour allerde Aa H?

H

T

Exercice 2 Le but de I’exercice est de trouver les fonctions f : R* — R qui vérifient

Fla) +31(3) =

pour tout z € R*.
1. Montrer que f (1) = % — 3f(x)

3_
82

2. Montrer alors que la seule fonction possible est f(z) = —% +
Exercice 3 Sur une table se trouvent 2018 jetons. Tour a tour, Alice et Bob doivent enlever
un certain nombre de jetons. Plus précisément, a son tour, un joueur doit retirer au moins un
jeton, et au maximum la moitié des jetons restants sur la table. Le joueur qui laisse un unique
jeton sur la table perd la partie. C’est Alice qui commence. Déterminer lequel des deux joueurs

posséde une stratégie gagnante.

Exercice 4 Soit ABC un triangle, et P un point du segment [BC] tel que les rayons des
cercles inscrits aux triangles ABP et AC'P soient égaux. Montrer que les rayons des cercles
A-exinscrits dans les triangles ABP et AC'P sont également les mémes.

Remarque

Le cercle A-exinscrit dans le triangle ABP est le cercle tangent aux prolongements des
cOtés [AP] et [AB] au dela de B et P et aussi au c6té [BP]. De méme, le cercle A-exinscrit dans
le triangle AC'P est le cercle tangent aux prolongements des cotés [AP] et [AC| au dela de P
et C, et aussi au coté [C'P|.
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V1. Conférences

1 Mardi soir : Codes secrets (Razvan Barbulescu)

L’humanité a utilisé différentes méthodes pour protéger ses communications. Si a la Pré-
histoire la multitude des langues permettait de garder le secret dans un groupe restreint, les
méthodes modernes sont toutes basées sur les mathématiques.

Les Spartiates. En 404 av. ].-C. les Spartiates ont utilisé une méthode qui revient a écrire les
lettres d"un texte a des intervalles réguliers, disons toutes les trois positions. Quand on arrive
a la fin de la ligne on recommence pour remplir les espaces restés vides. La clé secrete est le
nombre de cases a sauter, laissant trés peu de possibilités a essayer.

César. Lors de ses campagnes, Jules César chiffrait les messages en décalant les lettres d'un
nombre de positions. Par exemple si on choisit de décaler de 2, tous les A deviennent des C,
tous les B des D etc. La sécurité est le nombre de décalages possibles : 25.

Substitution. On écrit les lettres de I’alphabet sur une ligne. Ensuite on choisit un ordre des
lettres au hasard et on 1’écrit sur la 2e ligne. Pour chiffrer un texte, tous les A sont remplacés
par la lettre écrite en dessous de A et de méme pour les autres lettres. Le nombre de possibilités
a essayer est le nombre de fagons de ranger 26 lettres, qui est 26! =1-2---25-26 ~ 4 - 10%°, ce
qui prendrait 4300 ans a un million d’ordinateurs de fréquence 3 GHz. Mais Al-Kindi a écrit
comment casser sans essayer toutes les possibilités : la lettre la plus fréquente dans le texte est
le chiffré de la lettre la plus fréquente en frangais : "e" dont la fréquence est 15%.

Automatisation : Enigma. Pour contrecarrer la méthode d’Al-Kindi, il faut que le chiffré
d’une lettre dépende de sa position dans le texte : on utilise un cahier avec une substitution
par page, on chiffre la lere lettre a 'aide de la lere page, la 2e lettre a 'aide de la 2e page
etc. Cela est tres compliqué a réaliser et les cryptologues ont essayé des methodes qui miment
cela, 'exemple le plus important étant Vigenere. Néanmoins, les seuls chiffres qui ont résisté
al’épreuve du temps sont ceux qui utilisent des machines (ou ordinateurs) réalisant des chan-
gements suffisamment compliqués pour ne pas étre cassés, mais qui restent simple a utiliser.
La machine Enigma, utilisée par les Allemands lors de la guerre, a été cassée par les Polonais
puis, apres modification, par les Anglais.

Masque jetable. Suite a cette longue liste de chiffres cassés, on peut se demander s’ils sont
tous vulnerables. La réponse est non car on peut utiliser le masque jetable. Pour 'utiliser on
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a besoin d’avoir échangé un texte suffisamment long, appelé masque. Pour chiffré on fait la
somme entre le texte a chiffrer et le masque, lettre par lettre, en considérant A=1, B=2, etc.
C’est le chiffre utilisé par certains espions, les messages chiffrés étant envoyés par la radio.
Le téléphone rouge entre le président Américain et Russe chiffre ses message par le masque
jetable.

Cryptographie asymétrique. Meéme le masque jetable a un inconvéniant : on doit échanger
une information secrete avant de commencer a communiquer, ce qui n’est pas possible sur
internet. La solution a été proposée par Diffie et Hellman en 1976 et récompensée par le prix
Turing, véritable Nobel de I'informatique. Si Alice veut recevoir des messages, elle envoit un
coffre avec un cadenas ouvert dont elle garde la clé. Tout le monde peut mettre des messages
dans le coffre et le fermer, mais elle est seule a pouvoir l'ouvrir. Le cadenas et la clé sont
réalisés par des calculs mathématiques. Les cartes bancaires et les communications https (http
sécurisé) sur internet utilisent cette cryptographie.

Cryptologie moderne. Les chercheur.e.s développent des nouvelles méthodes pour chiffres
de fagon que le chiffré de la somme soit la somme des chiffrés. Cela permet de faire les calculs
dans des centres de facon moins gourmande en énergie. Une autre possibilité est celle du vote
par internet.

Les codes secrets ont parcouru un long chemin et la cryptologie ne fait que se diversifier
et ouvrir des nouvelles possibilités.

2 Mercredi soir : Animath (Matthieu Lequesne)

Vous avez tous reqgu, avec le livret d’accueil, un tract présentant les actions d’Animath et
de I'IOL. Ce sont ces mémes actions qui ont été présentées oralement par Matthieu Lequesne.
Vous pouvez également consulter le site : animath. fr, ainsi que le site de la préparation
olympique : maths-olympiques. fr.
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