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CORRIGE DE LA COUPE ANIMATH D’AUTOMNE

Nous avons conscience que les exercices proposés sont inhabituels et difficiles pour la plupart des
éleves de college et de lycée. Aussi nous tenons a féliciter tous les candidats ayant passé la Coupe Ani-
math d’Automne pour leur courage et leur ténacité.

Quels que soient vos résultats, si ces problémes mathématiques vous ont plu, nous vous invitons a
chercher les exercices des envois, lire des livres ou des polycopiés de maths, fréquenter un (ou plusieurs)
club(s) mathématique(s), participer a d’autres compétitions et événements mathématiques. ..

En vous souhaitant une belle année scolaire,
L'équipe animatrice de la POFM

Enoncés college

Exercice 1. On répartit 2018 pieces dans b boites, et on répartit ces b boites dans m maisons, de telle sorte
que le nombre de pieces dans chaque maison est strictement inférieur a b. Est-il possible que chaque boite
contienne au moins m pieces?

Solution de I'exercice 1 Imaginons que chaque boite contient au moins m pieces. Alors, au total, mb >
2018. Or, il y a m maisons, et chaque maison contient strictement moins de b piéces. Donc bm < 2018.
Ces deux inégalités sont contradictoires, donc il est impossible que chaque boite contienne au moins m
pieces.

‘Exercice 2. Soit ABC un triangle, O un point a I'intérieur de ce triangle. La droite paralléle a (BC) passant
par O coupe [CA] en D, la parallele a (CA) passant par O coupe [AB] en E, la parallele a (AB) passant
par O coupe [BC] en F. Que vaut la somme de rapports suivante :

BiF_'_AiE_i_CiD?
BC AB AC’

Solution de l'exercice 2 Premiere solution :
Notons |ABC| I'aire du triangle ABC. On remarque que

BF  |ABF _ |ABO
BC |ABC] o |ABC|’
car les triangles ABF et ABC de bases BF et BC ont la méme hauteur, et ABO et ABF ont la méme
base AB et deux hauteurs paralleles de méme longueur (car, si O’, F’ les pieds des hauteurs, OO F'F est

un rectangle).
On en déduit que

BF AE  CD |ABO| A |AOC|  |OCB|

T T =1.
BC T AB T AC _ |ABC| ' |ABC| ' |ABC|

Deuxieme solution :



On va utiliser ici un résultat un tout petit plus général que le théoreme de Thales : le fait que deux
triangles qui ont les mémes angles ont des longueurs de c6tés proportionnelles (de tels triangles sont
dits semblables).

Soit F’ le point d’intersection de [AC] et (OF).

Par exemple, les triangles ABC et F'CF de 1’exercice ont leurs cotés paralleles, donc les mémes angles,

. / . . A Z N
donc ils sont semblables, de sorte que % = %. (Mais on peut aussi montrer cela grace au théoreme de

Thales.)

Mais les triangles ABC et F’OD sont aussi semblables, donc E\/—g = E\/CB).

De plus, AFO'E est un parallélogramme, donc F'O = AE, et finalement :

BF AE CD_AF FD CD_,
BC AB AC AC AC AC

‘Exercice 3. On considere un nombre N qui s’écrit sous la forme 30x070y03, avec x, y des chiffres entre 0
et 9. Pour quelles valeurs de (x,y) 'entier N est-il divisible par 377?

Solution de I'exercice 3 On peut écrire N = 300070003 + 1000000x + 100y. Or 100 = 37 x 3 — 11 et comme
1000 = 37x30—110 = 37x27+1, 1000000 = 10002 = 37 x (37 x 27242 x 27)+1 (par double distributivité).

Comme 37 divise N, 37 divise aussi 300070003 4+ x — 11y. En posant la division euclidienne de
300070003 par 37, on trouve que 300070003 = 37 x 8110000 + 3.

Bref, 37 divise N si et seulement s’il divise 3 + x — 11y, qui est un entier compris entre 12 (six = 9 et
y =0) et —96 (si x =0 ety = 9). Il reste donc trois possibilités :

— ona3+x—11y=0,c’est-a-direy =letx =38;

— ona3d3+x—1ly=-37,doncy =4detx =4;

— ona3d3+x—1ly=-74,doncy =Tetx =0.

Enoncés communs

‘Exercice 4. Des lapins gris, blancs et bruns sont assis en cercle. Alice demande a tous les lapins blancs
qui ont au moins un voisin brun de remuer leurs moustaches : 20 lapins remuent leurs moustaches. Elle
demande ensuite a tous les lapins gris qui ont au moins un voisin brun de remuer leurs moustaches :
25 lapins remuent leurs moustaches. Montrer que 1'un des lapins ayant remué ses moustaches a en fait
deux voisins bruns.

Solution de I'exercice 4 Sur le cercle, entre deux lapins bruns consécutifs, on a zéro lapin non brun, ou un
lapin non brun, ou encore au moins deux lapins non bruns. S'il y a exactement un lapin non brun entre
deux lapins bruns, on a trouvé un lapin qui remue les moustaches et dont les deux voisins sont bruns,
comme voulu.

Ainsi, si on suppose (par 1’absurde) qu'un lapin qui remue les moustaches a toujours exactement un
voisin brun, il ne nous reste qu'une seule possibilité : entre deux lapins bruns consécutifs, le nombre
de lapins qui remuent leurs moustaches est pair (et vaut 0 ou 2). Donc, comme une somme de nombres
pairs est paire, le nombre total de lapins qui remuent leurs moustaches sur le cercle est pair, or 20+25=45,
absurde!




Donc notre hypothese était fausse, et il existe un lapin qui remue les moustaches et qui a deux voisins
bruns.

‘FExercice 5. Soit ABCD un quadrilatere convexe, avec ABC = 90°, BAD = ADC = 80°. Soient M et N des
points de [AD] et [BC] tels que CDN = ABM = 20°. Supposons enfin MD = AB. Que vaut MNB?

Solution de I'exercice 5 On trouve de nombreux triangles isocéles dans cette figure!
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Prouvons tout cela. La somme des angles dans le triangle MAB vaut 180° donc AMB = 180° —20° —
80" = 807, donc MAB est isocele en B. Donc MDB est, lui, isocele en M, et DMB = 180° — AMB = 100".

Calculons aussi DNB = NDC + DCN = 20° + (360° — 80" — 80° — 90°) = 130°".

Soit maintenant € le cercle de centre M de rayon MD = MB. Comme

DMB = 100° = 2 x 50° = 2 x (180° — 130°) = 2 x (180° — DNB),

le théoreme de I’angle au centre nous dit que N est sur le cercle C.
Donc MN = MB, de sorte que MNB est isocéle en M et que MNB = MBN = 70".

Enoncés lycée
‘Exercice 6. Soit n un entier strictement positif. Soit p un nombre premier tel que :
pidivise (I3 +1)(22 +1)--- (m—1)3 +1)(n3 +1).
Montrer quep < n + 1.

Solution de I'exercice 6 Sip? divise a®+ 1 pour un certain a < n, la factorisation a®+1 = (a+1)(a?—a+1)
montre que :

— oubienpdivisea+ letdoncp<a+1<n+1;

— oubienp? divisea? —a+letdoncp? < a’?—a+1<a?<n?doncp<n
(attention, ici on utilise le fait que p est premier soit la forme du lemme d’euclide : si p premier divise
XY, alors p divise X ou p divise Y (et éventuellement les deux a la fois); bien sfir, ce résultat n’est plus
vrai si on retire I’hypothese p premier!)

Sinon, on a a, b, c des entiers deux a deux distincts entre 1 et n tels que p divise a’+1,b34+1etc3+1.
On vient de voir que si p divise a + 1,b + 1 ou ¢ + 1, c’est gagné.

Sinon, grace a notre factorisation, p divise a?—a+1,b2—b+1etc?—c+1doncaussiles différences
(a —b)(a+Db—1) (et de méme en remplagant a ou b par c dans cette expression).

Il nous reste donc deux possibilités :




— pdivisea — b, auquelcasp < la—b| <n—1;
— p divise b — c ou a — ¢, ce qui revient exactement au méme qui le point précédent;
— pnediviseni a—b, ni a—c,ni b—c, auquel cas il doit divisera+b—-1,a+c—1etb+c—1.
Alors, p doit aussi divisera+b—1—(a+c—1) =b —c, ce qui st absurde!
Donc, dans tous les cas, on est parvenu soit a une absurdité (et alors ce cas de figure n’a pas lieu
d’étre), soit a I'inégalité p < n + 1.
Doup <n+ 1

FExercice 7. Sur un quadrillage 2018 x 2018 se baladent une mouche et k araignées. A chaque étape,
la mouche se déplace sur une case adjacente (c’est-a-dire qui touche par un c6té sa case de départ) ou
décide de rester sur place, puis de méme, chaque araignée se déplace sur une case adjacente ou décide
de rester sur place.

(@) Pour quelles valeurs de k les araignées sont-elles stires d’attraper la mouche, quels que soient les
points de départs des k + 1 bétes?

(b) Méme question si on remplace la grille 2018 x 2018 par un pavé 2018 x 2018 x 2018, et les cases
par des cubes, deux cubes étant adjacents lorsqu’ils ont une face en commun.

Solution de I'exercice 7 Question (a) : mettons qu’une seule araignée pourchasse la mouche : si I’araignée
n’est pas a coté de la mouche, la mouche va n’importe ot1; sinon, la mouche va sur n’‘importe quelle case
ol n'est pas l'araignée. Cette stratégie permet toujours a la mouche de s’échapper. Donc k > 1.

En revanche, deux araignées peuvent toujours d’attraper la mouche : k = 2. Voici l'algorithme qui le
leur permet. Soit Hervé et Valentine nos deux araignées, h,, la distance a la n-ieme étape entre I’abscisse
de la mouche et celle de Hervé et v, entre ’'ordonnée de Valentine et celle de la mouche.

E tape 1 : Tant que hn, +vy, > 0, Hervé fait un pas horizontal dans la direction de la mouche et Valentine
un pas vertical dans la direction de la mouche a chaque tour. Ainsi, si la mouche fait un pas horizontal,
hnyi =hn+1—-1=hyetvny =vn —1, etsielle fait un pas vertical, c’esth | = hy —1letvni1 =vn.
Dans les deux cas, hny1 + Vni1 = hn + v — 1, donc apres un nombre fini d’étapes, hn, + v, = 0 et
l'algorithme s’arréte.

Etape 2 : A partir de ce moment-1a, Hervé reste toujours dans la ligne de la mouche et Valentine dans
sa colonne, et ils font chaque pas de facon “a se rapprocher (ou ne pas s’éloigner) de la mouche.

Notons h/, est la distance entre I’ordonnée de la mouche et celle de Hervé et v/, entre I'abscisse de
Valentine et celle de la mouche. Par exemple, si Hervé est a gauche de la mouche et Valentine au-dessus
de la mouche, a chaque étape, soit la mouche marche dans une direction qui la rapproche d’une araignée
et alors h}, + v}, décroit d’au moins 1, soit la mouche marche vers la droite ou le bas. Or, la mouche peut
faire au plus 2017 pas vers le bas et 2017 pas vers la droite, avant de faire un pas qui la rapproche d"une
araignée. Ainsi, en au plus 2 x 2017 x (2017 4 2017) étapes, h}, = 0 ou v;, = 0, et donc la mouche a été
attrapée.

Question (b) : de méme, k > 1. Montrons qu’ici aussi, k = 2 : soit Hervé et Valentine nos deux
araignées. En un nombre fini d’étapes, Hervé et Valentine peuvent se retrouver sur le plan de hauteur
z = 0. D’aprés la question précédente, ils peuvent attraper ’'ombre de la mouche dans ce plan (le point
(x,y,0), ott la mouche est au point (x,y,z)) en un nombre fini d’étapes. Mettons qu'Hervé ait attrapé
cette ombre a un instant T.

Apres l'instant T, Hervé reste toujours sur ’'ombre de la mouche. Si la mouche bouge selon 'axe x
ou Y, il lui suffit de copier son mouvement. Sinon, si la mouche ne bouge pas du tout, ou qu’elle bouge
selon l'axe des z, Hervé peut bouger aussi selon 1’axe des z de fagon a se rapprocher de la mouche. Ainsi,
si la mouche fait 2018 pas ou plus dans la direction de z ou bien sans bouger, Hervé l'attrape.

Bref, la mouche ne peut pas ne pas bouger ou aller dans la direction de z une infinité de fois. Donc
a partir d'un instant T’ > T, la mouche est forcée de rester dans un certain plan (z fixé) et de toujours
bouger. En un nombre fini d’étapes, Valentine peut la rejoindre dans ce plan.

Maintenant, on a une araignée et une mouche dans un plan fixé (appelons-le la prairie), et on veut
montrer que 'araignée va attraper la mouche. Petite subtilité : maintenant, contrairement a dans la
premiére question, comme on est apres l'instant T/, la mouche doit toujours bouger. Ceci va permettre a




I'araignée de l'attraper. En effet, tragons la droite de pente 1 passant par Valentine, de facon a couper la
prairie en deux parties, le haut-gauche et le bas-droite, avec quelques points limites (ceux de la droite).

Les points sont les centres des cases, le haut-gauche de la prairie est vert clair, le bas-droit vert foncé.

Bien stir, la droite et les parties délimitées bougent en méme temps que Valentine. Supposons que
la mouche est dans le haut-gauche ou sur un point limite. Valentine va marcher de fagon a ce que la
mouche arrive sur un point limite, puis reste toujours sur des points limites.

— si la mouche est dans le haut-gauche et fait un mouvement qui la laisse dans le haut-gauche,
Valentine peut se rapprocher de la nouvelle position de la mouche : ainsi, le nombre de points
dans le haut-gauche a strictement diminué (comme Valentine est allée vers le haut ou vers la
gauche), et la mouche est maintenant dans le haut-gauche ou sur un point limite. Comme il y a
un nombre fini de points dans le haut-gauche, cette étape ne peut avoir lieu qu'un nombre fini de
fois. Donc, un jou, la mouche doit arriver sur un point limite.

— si la mouche fait un mouvement qui ’amene sur un point limite, Valentine ne bouge pas. Au tour
suivant, la mouche ne pourra pas encore faire un mouvement qui I’amene sur un point limite, elle
sera donc sur un point limite et obligée de bouger.

— si la mouche est sur un point limite et obligée de bouger :

— si elle va vers le haut ou la droite, alors Valentine fait le méme mouvement. Ainsi la mouche
reste sur un point limite, sa distance a Valentine ne change pas. Comme on est sur une grille
2018 x 2018, cette étape peut avoir lieu au plus 2 x 2017 fois de suite (la mouche ne peut pas
aller indéfiniment vers le haut et la droite).

— sinon, la mouche va vers le bas, et Valentine vers la droite, ou la mouche va vers la gauche,
et Valentine vers le haut. Ainsi, la mouche reste sur un point limite, mais elle est strictement
plus proche de Valentine. Donc cette étape peut avoir lieu en tout au plus 2019 fois avant que
Valentine n’attrape la mouche.

Ainsi, a partir du moment ot la mouche est sur un point limite, elle sera attrapée en au plus

2019 x (2 x 2017 + 1) étapes.

‘Exercice 8. Soit a € R. Quelles sont les fonctions f : R* — R telles que, pour tous x,y,z € R*,ona:
af <X> + af (i) —f(x)f (y +Z> > a??
Yy z 2

Solution de I'exercice 8 On procede par analyse-synthese. Supposons que f est une solution de cette équation,
que doit-elle vérifier?

L’équation-énoncé devant étre vrai pour tous x, y, z, elle doit en particulier étre vraie si x =y =z, ce
qui donne I'équation (1) :

af(1) + af(1) — f(x)f(x) > a?, pour tout x € R*.

En particulier, pour x = 1, il vient 0 > (f(1) — a)?, d’ou f(1) = a.

5



Ce résultat nous permet de mieux comprendre 1’équation (1), qui devient :
2a? — f(x)? > a?, pour tout x € R*.

D’ot1 I'équation (2) : a? > f(x)? pour tout x € R*.
Revenons maintenant a 1’équation-énoncé, et posons seulement y = z = 1, pour obtenir 1"équation
3):

af(x) > a2, pour tout x € R*.

Si a = 0, I'équation (2) donne f(x) = 0 = a pour tout x € R*.

Sia > 0, I'équation (3) donne f(x) > a > 0 puis (2) précise a > f(x), d’ou1 f(x) = a pour tout x € R*.

Enfin, si a < 0, I'équation (3) donne f(x) < a < 0 puis (2) précise a < f(x), d’out f(x) = a pour tout
x € R*.

Bref, dans tous les cas, si f est solution, alors f est constante égale a a en tout x € R*.

Et réciproquement, la fonction constante égale a a étant solution, on a bien trouvé exactement les
solutions de I’équation fonctionnelle.



