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‘Exercice 1. Pour tout entier naturel n, on note S (n) la somme des chiffres de 1’écriture décimale
de n. On dit qu'un entier naturel n est joli si S(n) = S(n?). Déterminer toutes les valeurs
possibles de S(n) pour les entiers jolis n.

Solution de I'exercice 1 Modulo 9, S(n) vérifie I’équation z?> = z. On vérifie en testant z =
0,1,...,8 que les seules solutions (modulo 9) sont 0 et 1, donc S(n) est nécessairement con-
gru a 0 ou 1 modulo 9. Réciproquement, on vérifie que sin = 10" — 1 = 99---9 (k fois) alors
n? = 99---9800---01 (avec k — 1 chiffres 9 et k — 1 chiffres 0), donc S(n) = S(n?) = 9k. De
méme, sin =2 x 10¥ — 1 =199---9 alors n? = 399---9600- - - 01 donc S(n) = S(n?) = 9k + 1.
On en conclut que les valeurs possibles de S(n) sont les entiers naturels congrus a 0 ou a 1
modulo 9.

Z:;Cercice 2. On fixe un entier naturel n > 2. Déterminer tous les nombres réels x > —1 tels que
our tous nombres réels a;, ..., a, > 1 on ait
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1 pour tout i, on obtient la condition (HTx)n < 1z

Solution de I'exercice 2 En prenant a; =
. Par hypothese, y > 0. Comme y" < y, onay" ' < 1doncy < 1, ce qui

Notons y = &=
implique z < 1.
Réciproquement, montrons que tout z € [—1, 1] convient. On raisonne par récurrence sur n.

Pour n = 1 l'inégalité est évidente. Supposons qu’elle soit vraie au rang n — 1. Le membre
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de gauche de l'inégalité est alors inférieur ou égal a X ,oll a = ajay---a,_, et

b = a,. Il suffit alors de montrer que (“£%) (%2) < (“42). En développant, I'inégalité devient

(a+b—2)x+ 2% < ab. Comme a+b—2 >0, et comme z < 1 et z? < 1, le membre de gauche
de l'inégalité est majoré par (a + b — 2) + 1, donc suffit de montrer que (¢ + b — 2) + 1 < ab, ou
encore que 0 < ab—a—b+1.Or,onaab—a—-b+1=(a—1)(b—1). Commea >1letd>1,
I'inégalité (a — 1)(b — 1) > 0 est bien vérifiée.

f;(ercice 3. Soit n > 2 un entier naturel. On se donne 2n boules. Sur chacune de ces boules est
écrit un nombre. On suppose que, a chaque fois que 1’on regroupe les boules en n paires, deux
de ces paires ont la méme somme.



(a) Montrer que quatre de ces boules comportent le méme nombre.
(b) Montrer que le nombre de valeurs distinctes inscrites sur les boules est < n — 1.

Solution de I'exercice 3 (a) On note a; > ay > --- > ay, les valeurs prises par les 2n boules dans
'ordre décroissant. On les apparie ainsi : (a4, az), (a3, as),... Comme il existe ¢ < j impairs tels
que a; + Qi1 = @ + aj+1, et comme a; 2 Qi1 > a; 2 Gjy1, 0N A A; = Qi1 = A5 = Qj41.

(b) Supposons qu’il y ait au moins n valeurs distinctes, que I’on ordonne par ordre décroissant
by > by > --- > b,. On ordonne les autres boules dans ’ordre décroissant ¢; > --- > ¢,. On
forme les n paires (b;, ¢;), et on constate que si ¢ < j alors b; + ¢; > b; + ¢;, ce qui contredit le fait
que deux de ces sommes doivent étre égales.

‘E?(ercice 4. Soit ABC D un quadrilatére convexe d’aire S. Onnote a = AB,b = BC,c = CD et
d = DA. Pour toute permutation z,y, z,t de a, b, ¢, d, montrer que

S < —(zy + 2t).
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Solution de l'exercice 4 Si x et y sont adjacents, sans perte de généralité on se ramene a montrer

que S < 3(ab+ cd). Cela découle de Sypc = 3AB.BC. sin ABC' < tab, et de méme Scpa < 3cd.
Si z et y sont des cOtés opposés, on doit montrer que S < 1(ac + bd). Soit A’ le symétrique de
A par rapport a la médiatrice de [BD]. Alors BA'D est isométrique a DAB. On applique ce qui
précede a A'BCD, ce qui donne S = Sgap + Spep = Spap + Spep = Sapep < 5(A'B.BC +
CD.DA') = i(ac + bd).

‘Exercice 5. Déterminer tous les nombres réels a tels qu’il existe une suite infinie de nombres
réels strictement positifs g, z1, 22, 23, . . . vérifiant pour tout n 'égalité

Tpy2 =/ ATpy1 — Tp.

Solution de I'exercice 5 Si a > 1, on peut prendre la suite constante égale a a — 1. Supposons
a < 1. Comme la racine carré est bien définie, on a nécessairement az, 11 — =, > 0, donc déja
a >0, etdeplus x,4+1 > ax,+1 > z,. Par conséquent, la suite est strictement croissante.
Comme 7,11 < Tpio < /Tni1 — Tn < /Tni1, on en déduit que z,, < 1 pour tout n. De plus,
22, < Tpy1 — @, done xypq = 2 + @, = 1m0 + 2, = (1 + 30)x,, ce qui montre que z, >
(14 x0)"zo pour tout n. Ceci contredit que z,, < 1.

‘Exercice 6. Dans un pays se trouvent 64 villes. Il existe des routes qui relient certaines paires de
villes, mais Bob ne sait pas lesquelles (les routes ne se croisent pas mais peuvent éventuellement
passer les unes au-dessus des autres ; de plus, les routes peuvent étre parcourues dans les deux
sens). Alice, elle, connait parfaitement le réseau. Bob peut choisir n'importe quelle paire de
villes et demander a Alice si elles sont reliées directement par une route. Le but de Bob est de
déterminer s’il est possible de voyager de n’importe quelle ville a n'importe quelle autre (en em-
pruntant éventuellement plusieurs routes successives). Montrer qu’il n’existe aucun algorithme
(c’est-a-dire aucune stratégie en fonction des réponses successives d’Alice) lui permettant de le
savoir a coup stir en moins de 2016 questions.

Solution de I'exercice 6
On remarque que 2016 = 64x63/2 = (%), doncil y a exactement 2016 paires de villes. Le réseau
routier est un graphe non orienté ayant 64 sommets. Chaque paire de villes correspond a une
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question, et on veut savoir si en moins de 2016 questions Bob peut déterminer si le graphe est
connexe. Supposons par 1’absurde que Bob posséde un algorithme en moins de 2016 questions
: par conséquent, pour tout graphe ayant 64 sommets, si Bob suit son algorithme en posant une
suite de questions @1, ()2, . .. et s’arréte a une question (),, des qu’il peut conclure a coup str si
le graphe est connexe ou non, alors n < 2015 (I’entier n dépend du graphe). Remarquons que
la réponse a (),, est nécessairement “oui” si le graphe est connexe et “non” si le graphe est non
connexe, sinon Bob aurait déja pu conclure a la question ),,_;.

On part du graphe G, ne possédant aucune aréte. Bob, en utilisant son algorithme, pose une
suite de questions Q1, Q2, . . ., @y, a Alice.

La question @), correspond a une paire de villes. Soit GG; le graphe consistant a rajouter une
aréte entre ces deux villes. En suivant son algorithme, Bob pose a nouveau les questions
Q1, ..., Qn,, et d’autres questions @Qy+1,...,@yn,. On a bien n; > ny car, pour le graphe G,
la réponse a @,,, est “oui”, et la réponse a ),,, est “non” puisque le graphe G, n’est pas con-
nexe.

On continue la procédure, et on construit ainsi une suite de graphes Gy, G4, Go, ..., chaque
graphe étant construit a partir du précédent en rajoutant une aréte, jusqu’a obtenir un graphe
connexe G. Comme ny_1 > nj_1 > --->ng > 1,onan,_1 > kdonck < 2015.

Or, G, posséde k arétes, donc il existe une paire de villes X et Y qui ne sont pas reliées directe-
ment. En revanche, comme G} est connexe on peut aller de X vers Y en suivant un chemin
consistant en des arétes de G. Soit j le plus grand indice tel que 1'une des arétes A de ce
chemin appartient a G; mais pas a GG;_;. Soit G’ le graphe obtenu en enlevant 'aréte A au
graphe G} et en ajoutant I'aréte X'V, alors la réponse aux questions @1, ..., Q,, , est la méme
pour G’ que pour G;_;. Or, Bob a pu conclure a coup stir que G;_; n’est pas connexe, donc G’
ne l’est pas non plus.

Mais ceci est contradictoire car, GG;, étant connexe, G’ 1’est aussi.



