OLYMPIADES FRANCAISES DE MATHEMATIQUES

MATHEMATIQUES

TEST DU 15 FEVRIER 2017
CORRIGE

‘Exercice 1. Résoudre en nombres réels le systeme d’équations

ml(wl—l) :IL'Q—]_
332(1‘2—1):333—1

$2016(962016 - 1) = Too17 — 1
Toor7(x2017 — 1) = 1 — 1.

Solution de I'exercice 1 Posons par convention x0;s = 7. Pour touté = 1,...,2017, on a ;41 —
v =zi(r;i—1)+1—z;, = (z; —1)* > 0, donc z; = Tag1s > Ta017 = -+ = x1. On en déduit que
les x; sont tous égaux, donc 0 = z;41 — x; = (x; — 1)2 = (. Par conséquent, z; = 1 pour tout «.
Réciproquement, il est clair que x; = 1 est solution.

Fxercice 2. Soit a et b des entiers strictement positifs. Prouver que si

+b1
aab

est un entier alors c’est un carré.

a

Solution de I'exercice 2 En multipliant par a, on obtient que a* + b — ¢ est un entier, donc k = ¢

est un entier.
A SRT . b2 . b2 b N
De méme, en multipliant par b on voit que = est un entier. Comme = = 7, ona b = kc ot c est
un entier.
Comme 2 — 1 = 1 — L est un entier, en multipliant par k on voit que  est un entier, donc ¢ = 1,

b =k et a = k*. Finalement, a + % — ¢ = k? est un carré.

‘Exercice 3. On considere 2017 droites du plan, qui se rencontrent deux a deux en des points
distincts. On appelle E I'ensemble de ces points d’intersection.
On veut attribuer une couleur a chacun des points de E de sorte que deux quelconques de ces
points qui appartiennent a une méme droite et dont le segment qui les relient ne contient aucun
autre point de E, soient de couleurs différentes.
Combien faut-il au minimum de couleurs pour pouvoir réaliser une telle coloration?

Solution de I'exercice 3 Le minimum m cherché est m = 3 et, avec ce qui suit, il sera assez évident
que le résultat reste vrai pour n > 3 droites.

Tout d’abord, on note que, dans la configuration obtenue, il y a au moins une région non subdi-
visée qui est un triangle. En effet, trois droites non concourantes et deux jamais paralleles for-
ment un triangle. Or, toute droite qui traverse un triangle, le partage en deux polygones dont
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au moins un est un triangle et donc, en partant de trois des droites données et en ”ajoutant”
une par une les 2014 autres, on est assuré de 'existence d'une telle région triangulaire dans la
configuration finale. Les trois sommets d"un tel triangle doivent étre de couleurs distinctes, ce
qui implique que m > 3.

Pour conclure, nous allons construire une coloration adéquate a trois couleurs. On commence
par remarquer que, puisqu’il n'y a qu'un nombre fini de points d’intersection, on peut choisir
un repere orthogonal dans lequel ces points ont des abscisses deux a deux distinctes. On
numérote alors les points M, Ms..., M), selon les abscisses croissantes (et ot k = 207x2016)
Pour tout i, le point M, possede au plus quatre voisins et, s’il appartient a un segment qui joint
deux de ses voisins, un seul de ces deux voisins a une abscisse inférieure a celle de M;. Cela
assure que, pour tout : < k, parmi les voisins de M;, il y en a au plus deux qui ont des indices
inférieurs a i. On peut alors colorier les M; dans 1’ordre de la numérotation selon la procédure
suivante : on colorie M; en vert et M, en rouge. Et, pour touti tel que 2 < ¢ < k —1,sil'on
suppose que les points M;, M,..., M; ont été colorés chacun soit en vert, soit en rouge, soit en
bleu de sorte que deux points voisins ne soient pas (encore) de la méme couleur alors, d’apres
la remarque précédente, au plus deux voisins de M;,; ont déja été colorés, ce qui laisse une
couleur libre pour M, .

Exercice 4. Soit ABC un triangle dont tous les angles sont aigus.
Les hauteurs [AA,], [BB,] et [CC}] se coupent au point H. Soit A, le symétrique de A par
rapport a (B1C}), et soit O le centre du cercle circonscrit a ABC.
a) Prouver que les points O, A,, By, C sont cocycliques.
b) Prouver que O, H, A, A, sont cocycliques.

Solution de l'exercice 4

a) A, H, By, Cy sont cocycliques sur le cercle de diametre [AH], donc 1@1\(]1 = m = 90° —
C1AH. Or, (AAs) L (B1C}) donc A2 AB;, = ClAH i.e. les demi-droites [AH) et [AA;) sont
symetrlques par rapport a la bissectrice de BAC. On en déduit que A, € [AO). Comme A0 =

CO,ona ACO = OAC = AAgBl, donc O, A,, By, C sont cocycliques.

b) En utilisant la puissance de A par rapport aux cercles O, Ay, B;,C et H, A;,C, By, ona AB; -
AC = AO - AAy et AB, - AC = AH - AA,. Par conséquent, AO - AA;, = AH - AA,. D’apreés la
puissance d"un point par rapport a un cercle, on en déduit que OA,, H, A; sont cocycliques.
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Remarque. L'hypothese que ABC est acutangle est superflue.

Z:zcercice 5. Soit ag, ay, .., agy, bo, b, ..., by des réels strictement positifs.
198

Pour £ =0,1,...,198, on pose S, = Zaibk,i, aveca; =0etb; =0sij <0Oouj > 99.

i=0
Est-il possible que les nombres Sy, 51, ..., S19s soient tous égaux ?
Solution de I'exercice 5 Non. Raisonnons par l’absurde. En effet, comme aoby = agbgg + - - - + ag9bo
ol les - - - représentent des termes strictement positifs, on a agby > agbgg donc by > by, et de
méme ay > agg. Par conséquent, Sy = agby > agebgg = Stos, ce qui est contradictoire.

Autre démonstration qui ne nécessite pas I’hypothese de positivité (mais seulement le fait que
a997é0etb997é0:
supposons que Sy = 57 = ... = Sigg = .
Notons que a # 0.
On pose P(l‘) =ag+ax+ ..+ (199.1?99 et Q(ZE) = b() + bll' + ...+ bgg[L‘gg. Comme
P(2)Q(z) = Sy + S1z + ... + S1987™® = (1 + 2 + ... + ')
199

= all—mx pour x # 1, on constate que P(z)Q(z) # 0 pour tout z # 1. D’autre
part, on a o # 0 puisque P et () sont des polynémes non nuls, donc P(1)Q(1) = 199« # 0.
Par conséquent, P(z)Q(x) # 0 pour tout réel z, et donc P n’admet pas de racine réelle. Ceci
contredit le fait que P est de degré impair.

‘Fxercice 6. 1) Pierre répartit les entiers 1, 2, ..., 2012 en deux groupes disjoints dont les sommes
respectives des éléments sont égales.
Sans méme regarder la répartion choisie par Pierre, Clara affirme alors que 1’on peut éliminer
deux nombres de chaque groupe de sorte que, dans chaque groupe, les sommes respectives des
éléments restants soient égales.
Prouver que Clara a raison.

2) Pierre répartit les entiers 1,2, ..., 20 en deux groupes disjoints dont les sommes respectives
des éléments sont égales.

Sans méme regarder la répartion choisie par Pierre, Clara affirme alors que 1’on peut éliminer
deux nombres de chaque groupe de sorte que, dans chaque groupe, les sommes respectives des
éléments restants soient égales.

Prouver que, cette fois, Clara aurait peut-étre mieux fait de regarder avant de parler.

Solution de I'exercice 6 On colorie les éléments du groupe G; en rouge, et ceux de G en bleu.
Sans perte de généralité, on peut supposer que 1 est rouge. Lorsque deux entiers consécutifs ne
sont pas dans le méme groupe, on dit que 1’on a une alternance.

- Sil’on a au moins quatre alternances, on peut trouver la configuration ...rb...br...rb...br..., o1 les
pointillés indiquent toujours que ’on reste sur la méme couleur, sauf peut-étre pour le dernier
paquet. Dans la situation décrite, la conclusion est assurée en éliminant les entiers responsables
des premiere et quatrieme alternances (on ne peut utiliser les deux premieres alternances car
c’est peut-étre le méme nombre bleu qui est concerné).

- Sil'on a exactement trois alternances ...rb...br...rb... avec au moins deux bleus successifs dans
le premier paquet de bleus, on peut effacer les nombres impliqués dans les deux premieres
alternances. De méme, s’il y a au moins deux rouges successifs dans le second paquet de rouges,
on peut effacer les nombres impliqués dans les seconde et troisiéme alternances.



Si l'on n’est pas dans un de ces deux cas, c’est que 'on a ...rbrb...., ou le premier groupe de
pointillés ne désigne que des rouges, et le second groupe de pointillés ne désigne que des bleus.
On appelle £ le nombre de rouges dans ce premier paquet. La somme des nombres rouges est
k(k+1)
+

alors =5— + (k + 2), alors que la somme de tous les entiers de 1 a 2012 vaut 2012 x 2013/2.

Puisque la somme des nombres dans chaque groupe est la méme, on doit avoir @ +(k+2) =
2012 x 2012/4, autrement dit, k(k+3) +4 = 2012 x 2013/2. Or, cette équation n’a pas de solution

modulo 3, ce qui assure que cette configuration n’est finalement pas possible.

- Si I'on a exactement deux alternances, on est forcément dans la configuration ....rb...br...., ot
les pointillés indiquent qu’il n'y a pas de changements de couleurs. S’il y a au moins deux
bleus, on peut effacer les nombres impliqués dans les deux alternances. Sinon, c’est qu’il n’y a
qu'un bleu, mais alors il doit étre égal a 1012539, ce qui est impossible.

- S’iln’y a qu’une alternance, c’est que 1’on est dans la configuration ....rb... Si, comme ci-dessus,
on note k le nombre de rouges, on doit avoir @ = 1012539, soit k(k + 1) = 2025078 qui n’a
pas non plus de solution entiere (on peut le voir modulo 10).

Finalement, dans tous les cas, on peut éliminer deux nombres de chaque groupe de sorte que,
dans chaque groupe, les sommes respectives des éléments restants soient égales.

2) Par exemple, pour n = 20, on colorie en rouge les entiers de 1 a 14, et les autres en bleu.
Les sommes des deux groupes sont égales, mais si I’on élimine deux rouges, la somme des
rouges diminuera d’au plus 14 4 13 = 27, alors que si on élimine deux bleus, la somme des
bleus diminuera d’au moins 15 + 16 = 31. Il est alors impossible qu’apres élimination, les deux
groupes aient encore des sommes égales.



