Mathématiques

Solutions a ['envoi Numéro 2 — Algébre

Exercices du groupe B

fxercice 1.
Déterminer la valeur minimale de

e [przes) [entue] e

d a b c
lorsque a, b, ¢, d décrivent N*.

Solution de [exercice 1
Le minimum cherché est 9.

En effet, si a, b, c, d sont des entiers naturels non nuls, on pose

a+b+c b+c+d c+d+a d+a+b
flab.e.d) =[S 4| J+ R L J

a C

On rappelle que, pour tout réel x, on a |x| > x — 1. Ainsi, pour tous entiers a,b,c,d > 0,
ona

b b d d d b
f(a,b,C,d)+4>a+d+C+ +z+ +C+b+a+ +2+

b a c a d a c b d b d ¢

1
>6><2cart+¥ > 2 pour tout réel t > 0.

Ainsi, f(a,b,c,d) > 8.0r, f(a, b, c, d) étant clairement un entier, c’est donc que f(a, b, c, d) >
9. Il reste a vérifier que (5,5, 5,4) = 9 pour conclure.
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f?cercice 2.
Soit m et n des entiers naturels non nuls. Prouver que

(m+n)! m! n!
(m+n)m+n = mmnn’

Solution de ['exercice 2
D’apres la formule du bindme, on a

m+n foa m+n k,,m+n—k
(m+mn) = Z L jmm .
k=0

Le membre de droite étant une somme de m + n + 1 nombres strictement positifs, elle est
strictement plus grande que n’importe lequel de ces nombres. En particulier, pour k = m,
on a donc

(m+n)™m > (m + n) mmn".

m
!
Puisque (m M n) = M, cela conclut.
m min!

Remarque L'inégalité demandée peut s’interpréter en termes probabilistes. En effet, consi-
dérons une urne contenant m boules blanches et n boules noires indiscernables au toucher,
et de laquelle on tire successivement m +n boules avec remise. Il est facile de vérifier que
la probabilité p,, d’obtenir exactement m boules blanches au cours de ces m + n tirages

m+n m \" n \"
Pm = ( m ) (m+n) <m+n> '
Si on note gy, la probabilité de ne pas obtenir exactement m boules blanches, on a ¢, > 0
etpm+qm =1 doupn=1—qmn <1

est
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f?cercice 3.
Soit ap < a; < ay < ... une suite infinie d’entiers strictement positifs. Prouver qu’il existe
un unique entier n > 1 tel que

Qpg+a;+as+---+an

a, < < Qpgt-
n

Solution de ['exercice 3
Pourn > 1,onpose d, = ap+a; +---+ an —nan,.

Clairement, I'inégalité de gauche de 'encadrement souhaité est équivalente a d,, > 0.
D’autre part,ona d,+1 = ap + - - - + @ —Nan41, donc l'inégalité de droite est équivalente
a dny1 < 0. Il s’agit donc de prouver qu'il existe un unique n > 1 tel que dn 41 < 0 < dy,
ce qui nous pousse naturellement a étudier les variations de la suite (d;).

Pour toutn > 1,ona dn;; — dn = n(a, — ans1) < 0 car la suite (a;) est strictement
croissante. De plus, ona d; = ay > 0.

Ainsi, la suite (d;) est une suite strictement décroissante d’entiers, ce qui assure qu’elle ne
prendra des valeurs négatives ou nulles qu’a partir d'un certain rang, et de premier terme
strictement positif. Il existe donc bien un unique indice n pour lequel d,y; < 0 < dy,, &
savoir le plus grand entier tel que d,, > 0.

Remarque La conclusion n’est plus assurée sans I’hypothése que les a; sont tous des en-
tiers. Un contre-exemple est donné par a,, =2 — 2% pour toutn > 0.
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‘Exercices communs

f}(ercice 4.

Déterminer tous les entiers n > 3 pour lesquels il existe n polyndmes Py,...,P, a co-
efficients réels et tels que, pour tous 1i,j, k distincts : P; + P; n’a aucune racine réelle et
P; 4 P; + Py admet au moins une racine réelle.

Solution de [exercice 4
Prouvons que seul n = 3 a la propriété désirée.

Tout d’abord, en posant P;(x) = 3x* + 3 et Py(x) = P3(x) = —x* — 2, on vérifie aisément
que les polyndmes P;(x) + Pa(x) = Py(x) + P3(x) = 2x? + 1 et Po(x) + P3(x) = —2x* — 4
n’ont aucune racine réelle, tandis que P;(x) 4 P2(x) + P3(x) = x* — 1 admet 1 et —1 comme
racines. Ainsi, n = 3 est une solution du probléme.

Remarquons maintenant que si n > 4 polyndémes Py,. .., P, vérifient les conditions re-
quises, alors P; Py, P53 et P4 vérifient déja ces conditions. Pour conclure, il suffit donc de
prouver que n = 4 n’est pas une solution.

La clé est alors de noter que si P et Q sont des polyndmes tels que P 4+ Q n’a pas de racine
rélle, alors P 4 Q garde un signe constant sur R.

On procede donc par l'absurde : supposons que Py, Py, P3 et P4 soient des polynomes tels
que, pour tous 1i,j, k distincts, P; + P; n’a aucune racine réelle et P; + P; + P, admet au
moins une racine réelle.

Tracons alors le graphe complet dont les sommets sont les polynomes Py, Py, P5, P4 et colo-
rons l’aréte P;P; en rouge si P; +P; est strictement positif, et en vert si P; 4-P; est strictement
négatif. Chaque aréte est nécessairement colorée. De plus, ce graphe ne peut contenir de
triangles dont les trois arétes sont de la méme couleur, ce sans quoi la somme des trois
polyndmes qui sont les sommets de ce triangle n’aurait pas de racine réelle.

Quitte a changer chaque P; en —P;, on peut supposer que deux des trois arétes issues de
P; sont rouges et, quitte a renuméroter, on peut supposer que P;P, et P;P, sont rouges.
Pour éviter le triangle rouge P, P,P4, c’est donc que P,P, est verte. Puisque P,P5P, ne peut
avoir ses trois arétes vertes, c’est donc que P,P3 ou P,P;3 est rouge. Par symétrie des roles,
on peut supposer que P,P;3 est rouge. Mais alors P, P; est verte.

Ainsi, pour tout réel x, on a simultanement

P1(x) + P4(x) > 0 et Py(x) 4+ P3(x) > 0, donc Py (x) + Py
Pi(x) + P3(x) < 0 et Py(x) + Pu(x) < 0, donc Py (x) + Pa(x) + P3(x) + Ps(x) < 0,

Ko
+
-
w
Ka?
+
-
=
Ka?
\Y
=
(¢°]
o

ce qui est absurde. Ainsi, n = 4 n’est pas une solution, ce qui conclut.



Faercice 5.

a)

b)

Déterminer toutes les fonctions f : R — Z telles que
f(Fly) =x)* + ()" + F(y)* = f(y) (1 + 2f(f(y)))

pour tous réels x et y.

Déterminer toutes les fonctions f : R — R telles que
f(Fly) =x)* +F(x)° + f(y)* = f(y) (1 + 2f(f(y)))

pour tous réels x et y.

Solution de ['exercice 5

a)

b)

Soit f une éventuelle solution du probleme. Notons P(x,y) I'égalité de I'énoncé pour
les valeurs x et y. On pose ¢ = f(0).

Pour tout x, de P(0,x) on déduit que f(f(x))? + c? + f(x)? = f(x) + 2f(f(x))f(x), d’ou
f(x) = c? + (f(f(x)) — f(x))% Il s’ensuit que f(x) > ¢ > 0.

Pour x = 0, cela donne ¢ = ¢ + (f(c) — ¢)?, d’ot c(1 — ¢) = (f(c) — ¢)?® > 0. Puisque ¢
est un entier, il vient ¢ = 0 ou ¢ = 1. Dans les deux cas, cela montre que f(c) —c = 0.
Ainsi, on sait que f(c) = c.

Enfin, pour tout x, de P(x, 0) on déduit que
flc —x)? + f(x)* + c? =c(1 + 2¢).

— Si ¢ =0, I'égalité ci-dessus se réécrit comme f(—x)? + f(x)? = 0, donc f(x) = 0.

— Sic = 1, elle se réécrit comme f(1 —x)? + f(x)? = 2. Or, f(1 — x) et f(x) sont entiers
naturels, donc f(x) = f(1 —x) = 1.

Réciproquement, les fonctions f : x — 0 et f : x — 1 sont clairement solutions du

probleme.

Soit f une éventuelle solution du probléme. Notons P(x,y) I'égalité de I'énoncé pour
les valeurs x et y. On pose ¢ = f(0), d = f(c) et F = {f(x) | x € R}
Pour tout x € R, de P(0,x) on déduit que f(f(x))? + ¢ + f(x)? = f(x) + 2f(f(x))f(x),
d’out f(x) = ¢* + (f(f(x)) — f(x))?. Par conséquent, pour tout x € F,onax > c? > 0 et
f(x) =x + v/x — c2.
Il s’ensuit que ¢ > c?, c’est-a-dire que c¢(1 —¢) > 0, donc que 0 < ¢ < 1. On procede
alors par ’absurde, et on suppose que 0 < ¢ < 1.

c+1—c\’
2 ) -
D’autre part, de maniere générale, pour tout réel x €]0; 1[, on sait que x < v/x.

1
Par inégalité arithmético-géométrique, il vient 0 < c(1 —c) < ( T



Or, on a prouvé ci-dessus que d = ¢ + ev/c — c% avec e = £1.Si e = —1,alorsd — ¢* =
(c —c?) — Vv —c2 < 0, ce qui est impossible. Il vient donc e = 1, et d = ¢ +v/c — c2.
Puis on trouve f(d) = d + ev/d — c?, avec ¢ = 1. Observons que

1 1 3
0<c—ci<d—c?<(c—c)+Ve—c2< 4+§—Z<1.
Par conséquent, si ¢ = —1, alors f(d) — 2=(d—c)—vVd—c2<0,ce qui est encore
une fois impossible. Il vient donc e = 1, et f(d) =d + vd — c2.

Enfin, P(d, 0) indique que

0=f(c—d)?+f(d)?+c2—c(l+2d) = f(c —d) <d+\/ —c2) 2 —c(1+2d)
>c4+d2+d—c2+c2— (1+2d)=c*+(d—c)®*+(d—c)—c?
>cl4c—c?+ Ve —ci>ct4ec—ct+ec—c?—ct=clc—1)?(c+2),

ce qui est impossible.
Il s’ensuit que ¢ = 0 ou ¢ = 1, donc que ¢ = c? et que f(c) = ¢ +vc—c? = c. Par
conséquent, pour tout x, P(x,0) indique que

flc —x)? 4+ f(x)* + c? =c(1 + 2¢).

— Si ¢ = 0, Iégalité ci-dessus se réécrit comme f(—x)? + f(x)? = 0, donc f(x) = 0.

— Si ¢ = 1, elle se réécrit comme f(l —x)? 4+ f(x)? = 2. Or, on a vu plus haut que
f(1—x) > c? =1etque f(x) > c? =1, ce qui montre que f(x) = f(1 —x) = 1.

Réciproquement, les fonctions f : x — 0 et f : x — 1 sont clairement solutions du

probleme.
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f?cercice 6.
a) Soitx; > x2 > 0 ety; = ys > 0 des réels tels que

X1 2 Yy et x1x2 2= y1yo.

Prouver que
X1+ X2 2 Y1 +Ya.

b) Soitx; > x2 > ... > %, >0ety; > ys > ... > yn > 0desréels tels que
X1X2 -+ Xi =YYz ---yipouri=1,...,n

Prouver que
X1+Xpt o+ Xn ZYr Y2+ Yn

Solution de [exercice 6

a) Procédons par l'absurde : supposons que y; +ya > x; + Xx2. Alors ys > x; +x2 —yy et
ona
0 > Yy1y2 —Xx1X2 > Y1 (X1 + X2 — Y1) —X1X2 = (X1 — Y1) (Y1 — x2).

Puisque x; > y, alors y; < xo. Mais alors x; + x2 > 2y; > yi + Yo, ce qui contredit
notre hypothese. On a donc bien y; +ys < x; + Xo.

b) Procédons par récurrence forte sur n. Tout d’abord, le résultat est évident pour n =1,

et on vient de le prouver pour n = 2. On suppose doncn > 3.

: .o Xt X . :
Soit A = min —— "% et soit { un entier tel que 1 < { < nettel que
I<k<ny; + ...+ Yx

X1+ ... +xe =AY+ ...+ Y.

On pose alors y; = Ay, y,, = UTn ety, = yx pour k = 2,...,n — 1. Par construction,

onabieny; >ys > ... >y et,pourk =1,...,n,0onaégalement x; ...xXx > Yj...Yy,
avec égalité quand k = { < n. Par hypothese de récurrence, on sait que x; + ... +x¢ >
Y+ ...ty

En outre, remarquons que y; > y;, Y1 = Yn, Y; = Y1 et yjy;, = Yy1yn. En appliquant
I'hypothese de récurrence (pour n = 2), on obtient donc y; +y;, > yi + Yn, et méme
Yy+ys+.. .ty =y +y2+ ... +yn.

Enfin, posons X; = x¢iety; =Yg, pouri=1,... n—L Alorsx; > ... > Xn_¢ > Oet
Y, =>...2Y,_¢ > 0.Enoutre,pouri=1,..., n—{ ona

(1. x) (X1 X)) =X Xt 2 Y7 Yo = (YY) ([T - T

Puisque x;...x¢ =yj...y; > 0, celamontre queX; ... %X > Y;...y;.Onan—{€ <n, et
I'hypothese de récurrence montre doncque X; + ... +Xn_¢ 2 Y; + ... + Y, _y.

7
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Mises bout a bout, ces inégalités montrent que

X1 4+ .ot Xn =X +...+x)+ X1+ ...+ Xne)

Y+ Y+t Y =y + Y,
ZYr+...+Yn.
Solution alternative
On pose
. Y- Yn .
Xn+1 = mln(XTUyTL)X— etyny1 = mln(xn,yn).
X

Onaalors 0 < Xni1 <Xn, 0 <Ynit S Yn, Xnt1 S Yner€tXg - XnXnt1 = Y1 YnYnil-
Tout étant homogene, quitte a multiplier les x; et les y; par une méme constante, on peut
supposer que xi,y; > 1 pour tout i. On pose ensuite o; = In(x;) et B; = In(yi), pour tout
i.Onaalors:

— X = ...2 01 >0etPr>... 2Py >0;

— B+ F+Pi<uy+- oy, pouri=1,...,n;

— Prt+Prrr =0+ X
On peut donc utiliser I'inégalité de Muirhead, qui assure que, pour tous réels x;, ..., Xn41
strictement positifs, on a

§ 1 ﬁnﬂ E Yot
X1 " Xn X X -
sym. sym.

n+1 n+1
En particulier, si x; = eetx; =1 pour i > 2, il vient Z Yi < Z xi. Puisque Xn41 < Yn1,

N N i=1 i=1
il s’ensuit en fait Z yi < Z X
i=1 i=1
Remarque Une fois introduits les nombres «; et 3;, au lieu d’utiliser I'inégalité de Mui-
rhead, on aurait pu directement utiliser I'inégalité de Karamata a la fonction exponentielle
(qui est convexe sur R).
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Exercices du groupe 4

f?(ercice 7.
Soit a, et by des entiers strictement positifs. Pour tout i > 0, on pose

aj;; = ay+ L\/ blj et bi+1 = bi + L\/ aiJ.
Prouver qu’il existe un entier n > 0 tel que a,, = by,.

Solution de ['exercice 7

Pour tout i > 0, posons ¢; = b; — a;, &; = |/ai] et 1 = [v/bi]. Sans perte de généralité,
on suppose que ¢y > 0. On montre tout d’abord par récurrence que c; > 0 pour touti > 0.
En effet, pour toutn > 0,ona |vn+ 1| < [v/n] + 1. La fonction f : n — n — [\/n] est
donc croissante sur N, car

fin+1)—fn)=n+1—-[vn+1]—n+[Vn]>n+l1—[Vn]-1-—n+|Vn] =0

pour tout n > 0. Par conséquent, si c; > 0, alors b; > aj, donc

Cit1 = (bi — L\/b—1J> — (a3 — [Vai]) = f(by) — f(a;) > 0.

Ceci conclut la récurrence, et montre bien que ci = 0 pour touti > 0.
D’autre part, si ¢; > 0, et toujours puisque b; > a;, onaaussi ciy1 = ¢i+ [/ai] — [vVbi] <
ci. La suite (ci)i>0 est donc décroissante, a valeurs dans les entiers naturels. Il existe donc
un entier n > 0 tel que ¢; = ¢, pour tout i > n. Il suffit donc de prouver que c¢,, = 0.
Procédons par I'absurde : supposons que c¢,, > 1. Pour tout i > n, on sait que ¢; = ciy1 =
ci+ o —PBi, donc que o; = Bi. La suite (b; —B?)i>n est a valeurs entiéres positives ; il existe
donc un entier m > n tel que b; — ff > by, — B2, pour tout i > n. Quitte a augmenter la
valeur de n, on suppose en outre que m = n.
Notons enfin que les suites (a;)i>o et (xi)i>o sont clairement croissantes. Deux cas sont
alors possibles :

— Si oy = ny1, alors

brio=bn+an+ i > an+cn+2Bn = BL+H2Bn+1=(Bn+1)%et
bn+2:bn+(xn+(xn+l< (Bn+1)2+2[3n< (Bn+2)2

donc Bn4+2 = Bn + 1. Ceci montre que
brio = Bhiy =bn +2Bn — (Bn +1)* = (by —B7) —1 < by

ce qui contredit notre hypothése.
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— Si oy < 41, alors

by = Bhy = &hpy = (Xn +1)° = (B +1)% et
bn+1 :bn+(xn < (Bn+ 1)2 + Bn < (Bn+2)2

donc Bn4+1 = Bn + 1. Ceci montre que

bn+1_(5121+1:bn+6n_(6n+1)2:(bn_ﬁi)_ﬁn_1<bn_6?u

ce qui contredit une fois encore notre hypothese.

Notre hypothese selon laquelle ¢, > 1 était donc fausse, ce qui montre que ¢, = 0,

concluant donc 'exercice.

10
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f?cercice 8.

Un polyndme est dit « unitaire » si le coefficient de son mondéme de plus haut de degré vaut

1. Soit a < b des réels, et soit P un polyndme unitaire non constant tel que max P(x)| < 2.
xecla

)

1
Prouver qu’il existe un polynéme Q , unitaire et non constant, tel que max 1Q(x)| < 017
a,

Solution de ['exercice 8
Si Q désigne un polyndme, on pose

QI = 5 mas Q0| et TIQ)() = Q) — 2 QI

Il est clair que si Q est un polyndme unitaire non constant, alors T(Q) l'est également.
De plus, on a ||T(Q)|| = ||Q||*. Si I'on note T™ la n-ieme itérée de T, alors une récurrence
immédiate assure que pour tout entier n > 0, T*(Q) est un polyndme non constant dont
le coefficient du mondme de plus haut de degré vaut 1 et que | T™(Q)|| = |[|Q||*".

Soit donc P un polyndme unitaire non constant, tel que Xren[zulcj ] [P(x)| < 2. Puisque 0 <

)

|IPIl <1,ona lim | T™(P)|| =0.En particulier, il existe n > 0 suffisamment grand pour
n———+00

que |T™(P)]| < et le polynome Q = T™(P) répond alors a la question.

1
2 x 2017’

11



f?cercice 9.

a)

b)

Prouver qu’il existe des entiers a, b, ¢ tels que (a, b, c) # (0,0, 0) et|al, b, |c| < 10° pour
lesquels

la+bv2+cV3| < 1071,
Soit a, b, ¢ des entiers tels que (a, b, ¢) # (0,0, 0) et]al,|bl, [c| < 10°. Prouver que

la +bv2 +cV3| > 1072,

Solution de ['exercice 9

a)

b)

Soit E 1’ensemble des 10'®* nombres de la forme a + bv/2 + ¢v/3, avec a, b, ¢ entiers
naturels et a, b, ¢ < 10° On pose d = (1 + v/2 + v/3)10°.

Pourtoutx € E,ona0 < x < d. Deplus0<d< (1+2+3) x10° < 10" —10"'. On
divise alors I'intervalle [0; d[ en 10*® — 1 intervalles

(k—1)d kd

108 — 171018 —1 |’

pourk =1,...,10"®—1. D’apres le principe des tiroirs, au moins deux des 10'® élements
de E, disons x ety, appartiennent a un méme de ces intervalles. Leur différence z = x—y
est bien de la forme z = a + bv/2 + ¢V/3 avec a, b, ¢ entiers et |al, |b], |c| < 10°. De plus,
lz| =[x —y| < _d <107,
1018 —1
Soit a, b, ¢ des entiers tels que (a,b,c) # (0,0,0) et |al,|bl,|c|] < 10° Pour e = +1 et
¢ = &1, on pose
Fee=a+ ebv2 + ecV/3.

Comme ci-dessus, on a [F. .| < 107.

On vérifie facilement que
FiiFi o FoFo = ((a +bv2)? = 3¢%) ((a—bv2)* - 3c2>
= <a2 +2b% —3c? + 2ab\/§> ((12 +2b% —3c? — 2ab\/§)
— (a® + 2b% — 3c?)” — 2(2ab)?

est un entier.

Afin de montrer qu’il est non nul, on procede par 1’absurde, et on suppose que
F171F17—1F—171F—1,—1 = 0.

Il s’ensuit que x* = 2y?, avec x = a? + 2b* — 3¢? et y = 2ab. Si x et y sont non nuls,
en considérant la valuation 2-adique, il vient 2v,(x) = 1 + 2v,(y). C’est absurde, ce qui
montre que x =y = 0. Puis :

12
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— sia = 0, et puisque x = 0, on a 2b? = 3c?, et la valuation 2-adique montre de
nouveauqueb =c=0;

— sib =0, et puisque x = 0, on a a? = 3c?, et la valuation 3-adique montre aussi que
a=c=0.

Par conséquent, si (a, b, c) # 0, 'entier F; ;F; _;F_; 1F_1 _; est non nul.

1
Ainsi, “:171]:17_1]:_171]:_17_1’ = 1, donc |F1’1| = > 10_21.
’Fl,—lF—l,lF—l,—ﬂ
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