OLYMPIADES FRANCAISES DE MATHEMATIQUES

MATHEMATIQUES

TEST DE DECEMBRE 2015 : CORRIGE

Z}(ercice 1. Soit ay, as, . . . , as, des réels tels que a; + as + - - - + ag, = 0.

Prouver qu’il existe au moins 2n — 1 couples (a;, a;) avec i < j tels que a; + a; > 0.

Solution de I'exercice 1 Sans perte de généralité, on peut supposer que a; < as < -+ < ag,. On
distingue deux cas :

e Sia, +ay_1 > 0alorsonaa; + a1 > 0pouri =n,---,2n — 2, et a; + as, > 0 pour

i =mn---,2n — 1. Cela fournit bien 2n — 1 sommes positives ou nulles.

e Sia, + as,—1 < 0 alors

a;+ -+ ap-1+ app1 + - agp_o + ag, > 0. (1)

D’autre part,ona 0 > a, + agp—1 > ap_1 + A2p—2 =+ + > A2 + Apy1, donc

a2+a3+---+an_1+an+1+-~-—|—a2n_2<0. (2)
De (1) et (2), on déduit que a; + ag, > 0, ce qui assure que a; + ag, > Opour: =1, ---2n — 1.

Autre solution. Notons b; < by < -+ < by les entiers positifs ou nuls parmi ay, . . . , ag,.

Premier cas : ¢ > n. Alors il y a au moins 6(42—1) > "("2+1) couples (a;,a;) aveci < j, a; > 0 et
a; > 0. Or, M0 (9 — 1) = wi=3n42 _ (=l=2) 5 ) donc il y a au moins 2n — 1 couples
(a;,a;) aveci < j tels que a; + a; > 0.

Deuxieme cas : ¢ < n. Notons ¢; < -+ < ¢ les plus petits entiers parmi ay, . . ., as,. Comme

¢ < mn,onac < 0. Deplus, 32", a; est égal a la somme de >_\_, (b + ;) et de termes négatifs,
donc Zle(bi +¢;) =2 0. Or, by + ¢, > b; + ¢; pour tout i, donc b, + ¢, > 0.

On forme ainsi déja 2n — ¢ couples (a;, a;) en prenant a; = by et a; autre que ¢4, . . ., co—1, by
De plus, pour tout ¥ = 1,...,{ — 1, 0on a Zle(bi + ¢itr) = 0 (ot par convention ¢, = ¢4,

Co2 = Cy, etc.), donc pour tout k il existe ¢ tel que b; + ¢;+1 > 0. Ceci fournit encore ¢ — 1 couples
supplémentaires.

‘Exercice 2. Soit ABC un triangle dont tous les angles sont aigus, et H son orthocentre. Les

bissectrices de ABH et ACH se coupent en un point /. Montrer que [ est aligné avec les milieux
de [BC| et de [AH].

Solution de l'exercice 2




Notons D, E, F les pieds des hauteurs, O le centre du cercle circonscrit, M le milieu de [BC]| et
N le milieu de [AH]. On a 9MN = 20N — 20M = OA + OH — OB — OC.

Or, OH = OA + OB + OC donc MN = OA. Par conséquent, il suffit de montrer que (M) est
parallele a (OA).

Comme BC'F est un triangle rectangle en F, le point I est situé sur le cercle de centre M passant

par B et C. Il en va de méme pour le point F. La bissectrice de ABH passe par le milieu de

I'arc EF, et de méme pour la bissectrice de @, donc I est le milieu de l’arc EF'. En notant
C' le milieu de [AB], on en déduit les égalités d’angles de droites (AMI,MB) = 2(CI,CB) =
(CE,CB)+ (CF,CB) = (CA,CB) + (CF,AB) + (AB,CB).

D’autre part, (OA, MB) = (OA,0C") + (OC',AB) + (AB,MB) = (CA,CB) + (CF,AB) +
(AB,CB) car (OC") et (CF) sont paralleles.

Par conséquent, (OA, M B) = (M1, MB), ce qui prouve que (OA) et (M) sont paralleles.

‘Exercice 3. Pour tout entier n € N*, on note v3(n) la valuation 3-adique de n, c’est-a-dire le
plus grand entier k tel que n est divisible par 3*. On pose u; = 2 et u,, = 4vz(n) + 2 — 2 pour
tout n > 2 (si tant est que wu,,_; soit défini et non nul).

Montrer que, pour tout nombre rationnel strictement positif ¢, il existe un et un seul entier n > 1
tel que u,, = q.

Solution de l'exercice 3

Tout d’abord, notons que u; = 2, up = 1, u3 = 3, uy = 2, us = 2 et us = 3. On prouve par
récurrence que, pour tout entiern > 2,ona 0 < u, et

0<ugpo1 <1 <uspo <2<ug, =24 u,:

c’est déja vrai pour n = 2.
Puisque us, = u, +2, on montre successivement que s, 11, Usn+2 et us, 13 sont bien définis, avec

Ugpp1 = 2 — = =1+ donc 1 < uspyr < 2;

U3p+2 = 2 — u33+1 =1+ 1}?;”, donc 0 < Usp+2 < 1;
Usn+3 = 41]3(3(77, + 1)) +2— u33+2 = 4'(}3(77,) +4 — % =2+ Un+1-
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Ceci conclut la récurrence.
Maintenant, considérons la fonction ¢ : {r € Q : 0 < z etz ¢ {1,2}} — {z € Q: 0 < z} telle
que

prr—=sil<r <1,
T 222 sil<a<2;
rH=x—2s8i2 <.

En outre, pour toute fraction irréductible §, avecp > 0 et ¢ > 0, on pose =p+gq. Alors:

p
q

[ =I5l =2 <rra=festo<r<a
o @(1+§)‘ :)2% §2q<(p+q)+q:H1+§ si0<p<gq;
o ¢<2+§)‘ =12 =p+q<(p+2q)+q:H2+§ si0<pet0<ygq.

Dans tous les cas, si = est un rationnel strictement positif tel que x ¢ {1,2}, ona ||p(z)|| < ||z||.
Or, pour tout rationnel strictement positif = et pour tout entier n > 1:

e si0 <z <1, alorsu, = o(x) & uzpio =1 ;
e sil <z <2 alorsu, =¢(x) S uz, =)
e si2 <z, alors u, = p(z) & uz, = z.

Une récurrence sur ||z| montre donc immédiatement que, pour tout rationnel strictement posi-
tif z, il existe un entier unique entier n > 1 tel que u,, = z, ce qui conclut l'exercice.



