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Exercices du groupe B

Z:xercice 1. Soient C et C’ deux cercles de centres O et O’, extérieurs I'un a ’autre. Une tangente
commune extérieure coupe les deux tangentes communes intérieures aux points M et N.
Montrer que (OM) est perpendiculaire a (O’M) et que (ON) est perpendiculaire a (O'N).

Solution de l'exercice 1

Soit (T) la tangente commune extérieure de 1’énoncé. Soit (T') la tangente commune intérieure
passant par M. Les droites (T) et (T') sont donc les deux tangentes a C issues de M.

Comme ces deux tangentes sont symétriques par rapport a (OM), la droite (OM) est une
bissectrice de (T) et (T’). De méme, (O’M) est une bissectrice de (T) et (T’).

Comme les bissectrices de deux droites sont perpendiculaires, (OM) et (O’'M) sont perpen-
diculaires ou confondues.

Si elles étaient confondues, O, O’, M seraient alignés, et les deux tangentes a (C) passant par
M seraient extérieures, ce qui n’est pas le cas.

Par conséquent, (OM) L (O’M). On montre de méme que (ON) L (O’N).

FExercice 2. Soitk > 1un entier. A chaque client, un opérateur téléphonique propose k numéros
pour lesquels la communication est gratuite (si une personne A choisit le numéro de B, alors
les appels de A vers B et de B vers A sont gratuits). On considere un groupe de n personnes.

1) Sin > 2k 4 2, montrer qu’il existe deux personnes qui ne pourront pas communiquer
gratuitement.



2) Sin = 2k + 1, montrer que les n personnes peuvent faire en sorte que toute personne
peut communiquer gratuitement avec n'importe quelle autre.

Solution de I'exercice 2 On dira pour simplifier qu'une personne A choisit une personne B si le
numéro de B fait parti des numéros choisis par A vers lesquels la communication est gratuite.

1) Comme chaque personne peut choisir au plus k autre personnes, il y a au plus kn paires
de personnes qui peuvent communiquer gratuitement. Or le nombre total de paires de
personnes est n(n —1)/2, etona
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Ainsi, le nombre total de paires de personnes est strictement supérieur au nombre de

paires de personnes qui peuvent communiquer gratuitement. Il existe donc forcément
deux personnes qui ne pourront pas communiquer gratuitement.

2) Plagons les 2k + 1 personnes sur un cercle. Chaque personne choisit alors de commu-
niquer gratuitement avec les k personnes qui sont situées juste apres elle. On vérifie
aisément que cette configuration permet a toute personne de communiquer gratuitement
avec n'importe quelle autre : par construction, chaque personne peut communiquer avec
les k personnes situées juste apres elle ainsi qu’avec les k personnes situées juste avant
elles, autrement dit tout le monde.

Z}(ercice 3. Soit n > 1 un entier. Déterminer tous les entiers p > 1 pour lesquels il existe des
entiers strictement positifs x; < xy < -+ < x,, tels que

1 2 n
__}___i_...—i——:p‘
X1 X2 Xn
Solution de I'exercice 3 Nous allons montrer que I’ensemble des solutions est]’ensemble{1,2,...,n}.

Soient p > 1 un entier et des entiers strictement positifs x; < x; < --- < x,, tels que

1 2 n
_+_+..+—:p
X1 Xa Xn

On remarque tout d’abord que p < n. En effet, si i et j sont deux entiers tels que i > j, alors
i >j 4+ 1. On en déduit que x; > i pour tout entier 1 < i < n. Ainsi
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Doncp < n.
Réciproquement, soit 1 < p < n et montrons qu’il existe des entiers strictement positifs

X1 < Xg < -+ < Xp tels que

1 2 n
_+_+..+—:p
X1 X2 Xn

Pour cela, on choisit les x; de sorte que parmi les différents quotients i/x; (1 < i < n) on ait
p — 1 quotients égaux a 1 et lesn — p + 1 autres égaux a 1/(n — p + 1). Plus précisément, on
choisit :

X1 = 17X2 - 27 ceey Xp—1 = p_17XP = p(n_p+1)7xp+l = (p+1)(n_P+1)7 sy Xn = n(n_p+1)
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On vérifie aisément que x; < Xy < -+ < Xy, et que

1 2
—+—+---+l:p—1+(n—p+1)-

X1 X Xn n—p—i—lzp'

Exercice commun

‘Exercice 4. Soit ABC un triangle dont les angles sont aigus, et tel que AB # AC. On note D le
pied de la bissectrice de BAC. Le point E (resp. F) désigne le pied de la hauteur issue de B (resp.
de C). Le cercle circonscrit au triangle DBF rencontre le cercle circonscrit au triangle DCE en un

point M autre que D.
Prouver que ME = MF.

Solution de l'exercice 4

Lemme 1. Les cercles AEF, BDF et CDE sont concourants en M.

Cela découle immédiatement du théoreme de Miquel mais rappelons tout de méme la
démonstration :

(MF, ME) = (MF,MD) + (MD, ME) = (BF,BD) + (CD,CE) = (AB,CD) + (CD,AC) =
(AB,AC) donc A, E, F, M sont cocycliques.

Lemme 2. Les triangles AEF et ABC sont (indirectement) semblables.

Les triangles AFC et AEB sont rectangles en F et en E, et leurs angles en A sont égaux,

d/(i\c ils /S(ifc semblables. On en déduit que ?\—E = 2—2 Ceci s’écrit encore 2—; = 2—(]:: Comme
EATF = BAC, les triangles EATF et BAC sont semblables. Il est clair que la similitude est indirecte
puisque les angles orientés (A? , }ﬁ ) et (ﬁ, /ﬁ) sont opposés.

Revenons a I'exercice. Soit M’ le point d’intersection autre que A entre la bissectrice de BAC
et le cercle AEF. De méme, on définit M” comme le point d’intersection autre que A entre la

bissectrice de BAC et le cercle ABC. Montrons que M’ = M.




(M'F,M'D) = (M'F,M’'A) car A,M,D alignés

= (EF,EA) car A, E,F, M cocycliques
(BA,BC) car AEF et ABC indirectement semblables
(BF, BF).

On en déduit que M’ appartient au cercle BDF. De méme, il appartient au cercle CDE. Par
conséquent, il est I'intersection des trois cercles BDF, CDE et AEF : ceci prouve que M’ = M.

Enfin, comme les arcs MF et ME sont égaux (puisque (AM) est la bissectrice de FAE), on a
MF = ME.

Autre solution.
Lemme 1. Deux cordes [BB’] et [CC’] d'un cercle se coupent en un point extérieur A. Alors
les triangles ABC et AC’B’ sont indirectement semblables.

Ona (B'C’,B’A) = (B’C’,B'B) = (CC’,CB) = (CA, CB) et de méme (C’A, C'B’) = (BC, BA).

DB AB
L 2. =2
=EMME S BE T AC

P . . AB  sinADB _sin CDA AC
D’apreés la loi des sinus, on a = = =

DB <in ﬂ gin BAC BAC DC’

Revenons a I'exercice. Comme AFC et AEB sont rectangles en F et E et ont le méme angle en

A, ils sont semblables. On en déduit AA—E = ?g ce qui s’écrit encore AF - AB = AE - AC. Autre-

ment dit, A a la méme puissance par rapport aux deux cercles BFD et CED. Par conséquent, A
se trouve sur ’axe radical (MD).

BD MF
D’autre part, le lemme 1 entraine que AFM et ADB sont semblables, donc —— BA — MA® De
CD ME BD CD
- D - F = ME.
méme, CA = MA" . D’apres le lemme 2, ona —— BA — CA donc MF =M

Exercices du groupe A



Z:Pcercice 5. On dit qu'une suite (u,)n>; est Sicilienne si u, est un entier strictement positif, et
si pour tout n,
o un/2 siu, est pair, et
Untl = w, + [\/un] siu, estimpair.

Existe-t-il une suite Sicilienne (1, )n>1 telle que u,, > 1 pour toutn?
(N.B. [x] désigne la partie entiére de x. Par exemple, [2, 71828] = 2.)

Solution de I'exercice 5 Commengons par une simple remarque. Soit f : N* — N* la fonction qui,
a tout entier naturel non nul n, associe I'entier n/2 si n est pair, et n + [y/n] si n est impair. Il est
clair que I'image f(n) est bien un entier naturel non nul.

Nous allons maintenant montrer que la réponse a la question de 1’énoncé est négative : toute
suite Sicilienne (u,)n>1 contient un terme u,, = 1.

Soit (Un)n>1 une suite Sicilienne : on note que u,+; = f(u,) pour tout entier n > 1. Soit
alors E = {u, | n > 1} I'ensemble des valeurs prises par les termes de cette suite. E est un
ensemble d’entiers non vide, de sorte qu’il admet un minimum M, tel que M > 1 : il existe
alors un entier n > 1 tel que M = u,,. Notre but est de montrer que M = 1. Nous allons donc
procéder par ’absurde, et supposer que M > 2.

Si M est pair, alors u, 1 = f(u,) = f(M) = M/2 < M et, puisque u,; € E, cela contredit
la minimalité de M.

Si M est impair, soit k ’entier naturel non nul tel que k* < M < (k+1)2. Si k est impair, alors
Uni1 = f(M) = M + k, donc M + k est pair, et Uyo = f(uny1) = F(M + k) = M. O, M > 1,
doncM —k >M—+vM = vVM(VM —1) > 0, de sorte que unyo < M : puisque u, 42 € E, cela
contredit la minimalité de M.

Ainsi, on sait que M est impair et que k est pair, donc que k* + 1 < M < (k+ 1)%

— Sik*+1 <M <K+ Kk alorsk? < f(M) =M +k < (k+1)% puis (k+ 1)* < f2(M) =

M + 2k < (k + 2)?, donc f3(M) = M + 3k + 1 est pair, et enfin /(M) = Mt3ktl,
— Sik2+k+1<M< (k+1)%alors (k+1)2 < f(M) =M +k < (k+2)?% donc f2(M) =
M + 2k + 1 est pair, et enfin 3(M) = ME2kEl
Il s’ensuit que M = min E < min{f*(M), f#(M)} < M+ donc que M < 3k + 1.
2

En particulier, k* < 3k + 1, ce qui signifie que k? —3k — 1 = (k—2)” — 22 < 0, donc que

k < 24 /4 < 2+4+/1 = 4. Puisque k est pair et M impair, en déduit que k = 2 et que M € {5, 7).

On conclut donc I'exercice en montrant que f°(5) = 3 < 5 et que 4(7) = 3 < 7, ce qui permet
bien d’établir que nulle valeur M > 2 n’est possible.

[\

‘Exercice 6. Déterminer tous les couples d’entiers positifs ou nuls (x,y) pour lesquels x* + y?
divise a la fois x> +y et x + y>.

Solution de I'exercice 6 Tout d’abord, remarquons que les couples (x,y) € {(0,0), (1,0), (0,1), (1,1)}
sont solutions.

On se place maintenant dans le cas ol (x,y) est une solution éventuelle autre que celles-ci.
De plus, x et y jouant des roles symétriques, on suppose ici que x <y, donc quey > 2.Six =0,
le probleme revient a trouver y tel que y? divise a la fois y et y3, ce qui est incompatible avec la
contraintey > 2. Ainsi,y > 2etx > 1,doncxy —1 > 1.

Soit alors d le PGCD de x et y : on note x = dX et y = dY, avec X et Y premiers entre
eux : notons que d > 0 et que X? 4+ Y2 > 0. Il s’ensuit que d(X? 4 Y?) divise a la fois d*X* + Y et
X+ d?*Y?. En particulier, d divise a la fois X et Y, donc d = 1. Par conséquent, PGCD(x?+y?,x) =
PGCD(y?,x) = 1.




En outre, x* + y? divise y(x* +y) — (x* + y?) = x*(xy — 1), de sorte que, d’apres le théoreme
de Gauss, x? + y? divise xy — 1. Puisque xy — 1 # 0, on en déduit que x> + y> < xy — 1. Or,
X} +y?=(xy—1)+ (xy + 1+ (x —y)?) > xy — 1. On a ainsi montré que les quatre solutions
sus-mentionnées sont les seules solutions au probléme.

‘Exercice 7. On répartit des poids de respectivement 1g, 2g,...,200g sur les deux plateaux
d’une balance de sorte que chaque plateau contienne 100 poids.
Prouver que 1'on peut échanger 50 poids d'un plateau avec 50 poids de l'autre plateau
pour que la balance devienne équilibrée.

Solution de l'exercice 7 Dans cette solution, on dira que deux poids sont complémentaires s’ils
pésent 201 grammes a eux deux.

Considérons alors les 100 poids situés sur le plateau de gauche. On peut les classer en trois
catégories :

1. les poids ay, ..., a, de 100 grammes ou moins, dont le complémentaire est également
sur le plateau de gauche;

2. leurs complémentaires, qui sont les poids A4, ..., A, de 101 grammes ou plus, dont le
complémentaire est également sur le plateau de gauche (avec Ay, = 201 — ay);

3. enfin, les poids by, ..., b, dont le complémentaire est sur le plateau de droite.

De méme, on peut classer les 100 poids du plateau de droite en trois catégories :

1. les poids ¢4, ...,cm de 100 grammes ou moins, dont le complémentaire est également
sur le plateau de droite;

2. leurs complémentaires, qui sont les poids C;, ..., C,, de 101 grammes ou plus, dont le
complémentaire est également sur le plateau de gauche; (avec C =201 —cy);

3. enfin, les poids By, ..., B, qui sont les complémentaires des poids by, ..., b; (avec By =
201—by); ce sont les poids du plateau de droite dont le complémentaire est sur le plateau
de gauche.

Notons que 100 = 2n + { = 2m + {, de sorte que m = n. Deux possibilités s’offrent alors a
nous :

1. sim =n > 25, on conserve sur le plateau de gauche les 50 poids a, ..., ass et Ay, ..., Ay,
et on y transfere les 50 poids ¢y, ..., c5 et Cy, ..., Cys; tous les autres poids sont mis sur
le plateau de droite;

2. sim =n < 25, cela signifie que { > 50 ; dans ce cas, on conserve sur le plateau de gauche
les 50 poids by,..., b5 et on y transfere les 50 poids By, ..., Bsg; tous les autres poids
sont mis sur le plateau de droite.

Dans les deux cas, on a transféré 50 poids du plateau de gauche vers le plateau de droite,
et réciproquement. En outre, chacun des deux plateaux est maintenant formé de 50 paires de
poids complémentaires, de sorte que chacune pese 50 x 201 grammes, et donc qu’elles ont bien
le méme poids.



