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Chers éleves,

Vous étiez plus de 150, le 7 juin 2011, qui cherchiez a résoudre quatre des exercices ci-
dessous (3 & 6 pour les éleves de premiere, 2 & 5 pour les secondes et 1 a 4 pour les collégiens),
et 41 d’entre vous ont été sélectionnés pour le prochain stage olympique, du 25 aoflit au
1°* septembre au chateau de Grésillon. Les plus jeunes d’entre vous pourront participer a
d’autres stages méme s’ils n’ont pas été acceptés cette année.

Les mathématiques olympiques sont sensiblement différentes de ce que vous faites au
lycée ou au college, et certains des exercices proposés étaient réellement difficiles, méme s’ils
n’exigeaient pas de connaissances particulieres. Mais j’espére que ’expérience a été profitable
pour tout le monde! Comme promis, nous vous renvoyons ci-joint vos copies corrigées ainsi
que les solutions détaillées des six exercices.

Amicalement,

Frangois LO JACOMO

Exercice 1. Sept personnes dinent chaque samedi soir autour d’une table ronde.

Combien de fois est-il possible d’aller diner si chacun veut avoir deux nouveaux voisins a
chaque fois 7

Quel est le résultat pour huit personnes?

Solution : Sous les conditions de I’énoncé, a chaque diner, une personne donnée a deux nou-
veaux voisins. Elle aura donc eu quatre voisins différents apres le deuxieme diner, six voisins
différents apres le troisieme, huit voisins différents apres la quatrieme, ce qui n’est pas pos-
sible : 8’il y a sept personnes en tout, chacune ne peut avoir que six voisins différents, ce qui
limite a trois le nombre de diners réalisables sous les conditions de I’énoncé. Ce résultat est
le méme s’il y a huit personnes en tout.

Il reste a prouver qu’on peut organiser trois diners de sorte que chacun ait deux nouveaux
voisins & chaque diner. Au premier diner, les sept personnes sont numérotées dans 1’ordre de
1a7:123456 7. Au deuxiéme diner, par rapport au premier, on les place « une personne
sur deux » : 1 357 2 4 6, et au troisieme, « une personne sur trois » : 1473 6 2 5. On
vérifie facilement qu’un tel placement convient, mais ce n’est pas le seul.

Si 'on ajoute une huitiéme personne, il suffit de I'intercaler de sorte qu’elle ait elle aussi
deux nouveaux voisins a chaque fois, par exemple : 1 28 3456 7Tpuis 1 3587246 et
enfin 1 8 4 73 6 2 5. Ainsi, n’auront jamais été voisins : 2 et 3, 5 et 7, 1 et 4 ainsi que 8 et 6.

Exercice 2. Dans un jeu, un entier strictement positif n peut étre remplacé par 'entier ab
sin = a4+ b, avec des entiers strictement positifs a et b. Peut-on obtenir le nombre 2011 en
commencgant par n =57

Solution : Oui, on peut obtenir 2011 en commencant par n = 5 : en effet, si on procede a la
décomposition n = (n — 2) + 2, le jeux permet de remplacer n par 2n — 4 qui (lorsque n > 5)
est strictement plus grand que n. Ainsi 5 = 3+ 2 est remplacé par 3 x 2 = 6 puis 6 = 4+ 2 est
remplacé par 4 X 2 = 8 puis 8 par 12, puis 20, 36, 68, 132, 260, 516, 1028, 2052. On peut, par
ce procédé, atteindre des nombres aussi grands que l'on veut. Et une fois arrivé a 2052, on



peut redescendre jusqu’a 2011, en remarquant que la décomposition n = (n — 1) + 1 permet
de remplacer n par (n — 1), donc 2052 = 2051 + 1 est remplacé par 2051, puis 2050. .. jusqu’a
2011.

Il existe de nombreuses autres manieres d’atteindre un nombre supérieur a 2011 : certains
ont jugé plus naturel, par exemple, d’écrire : 5 = 3 + 2, puis 3 x 2 = 6 = 3 4 3, puis
3x3=9=4+5 puis4d x5 =20 =10+ 10, puis 10 x 10 = 100 = 50 + 50, et enfin
50 x 50 = 2500. II reste alors 489 opérations pour redescendre jusqu’a 2011. En réalité,
il est possible d’atteindre 2011 beaucoup plus rapidement, par exemple : 5 = 3 + 2, puis
3Xx2=6=4+2,puisdx2=8=4+4+4,puis4x4=16=8+38, puis 8 x 8§ =64 = 36 + 28,
puis 36 x 28 = 1008 = 1006 + 2, et enfin 1006 x 2 = 2012 = 2011 + 1.

Exercice 3. Soit ABC un triangle ayant trois angles aigus, et soit O le centre de son cercle
circonscrit I'. Les droites (AO), (BO), (CO) rencontrent I' une seconde fois en A’, B', C’ res-

pectivement. Démontrer que 'aire de ’hexagone AC’BA'C'B’ est deux fois plus grande que
Paire du triangle ABC.

Solution 1 : Les triangles AOB et AOB’ ont méme hauteur issue de A et des bases OB et
OB’ de méme longueur. Ainsi Aqsop = Asop. On montre de méme que Ao = Aa 0B,
Apoc = Apoc', Apoc = Apoc, Acoa = Acoa et Acoa = Acroa. En sommant ces
identités membre a membre, on obtient

2(AsoB + Apoc + Acoa) = Axop + Aaop + Apocr + Aproc + Acoar + Acroa.

Ainsi, 2Axpc = AacBarcn -

Solution 2 : Soit H le projeté orthogonal de A sur (BC) et I le point d’intersection de
(AH) et (B'C"). Comme les diagonales du quadrilatére BC'B'C sont de méme longueur et se
coupent en leur milieu, BC'B’C est un rectangle. En particulier, BC' = B'C’ et, en utilisant
le parallélisme, (AI) est une hauteur du triangle AB'C’ puis C'B = IH.
La symétrie de centre O échange les points A, B’ et C’ avec les points A’B et C' respecti-
vement, ce dont on déduit que As o = Aapicr.
Ainsi,
Aacpace = Awpe+Aapc + Apopc =2Aapc + Aporse
= Al -B'C'+IH-BC=AI-BC+1IH -BC
— (AI+IH)-BC=AH-BC

AH - BC
2—— =2A pc.



Solution 3 : La symétrie de centre O échangeant A, B et C avec A’, B’ et C’, on sait que
AB' = BA et A'C = C7A.

Soit D le point tel que B'D = AC. Alors, comme AB' = BA’ , le triangle AB’'D est un
translaté du triangle BA'C. En particulier, Asp'p = Apac et AD = BC.

Comme A’C = C’TA, on sait que B'D = C"A. On en déduit de méme que AscrB = Appic
et CD = BA.

On remarque donc que les triangles ABC et C DA sont isométriques, d’ot Aapc = Acpa.

Ainsi,
Aacrparce = Aapc +Aapc + Aapcor

= Auapc + Aapc +Ace'p+ Aapp
= Aapc + Acpa =2A4Bc.

Exercice 4. Un paysan possede un pré carré de 33m de coté, cloturé sur tout son périmetre.
Il désire le partager en trois parcelles de méme aire. Un tel partage est-il possible avec

1. au plus 55m de cléture,

2. au plus 54m de cloture,



Solution : Avec 33 m de cloture, on peut obtenir une parcelle de 11m x 33m et une parcelle
de 22m x 33m. Avec 22m de cléture, on peut partager la seconde parcelle en deux parties de
meéme aire.

Mais au lieu de diviser le pré en trois rectangles, on peut le diviser en deux trapezes de
16,5m de hauteur (la somme des cotés paralleles étant donc 44 m) et un pentagone, comme
sur la figure. Ainsi, au lieu d’utiliser 22m+2 x 16,5m= 55m, il suffit d’utiliser 20m+2 x
/16,52 + 42m, d’apres le théoréeme de Pythagore. Or, 16,52 4+ 16 < 172, car 172 — 16,5% =
(17 —16,5)(17 + 16,5) = 16,75, ce qui suffit.

1lm 9m

16,5m

20m

33m 33m

C’est un coup de chance que le trapéze de cotés paralleles 20m et 24m convienne. On
pouvait étudier plus généralement le trapéze de cotés paralleles 22 —x et 22+x, ce qui revient a
I’étude de fonction définie par f(z) = 22—x+24/16,5% + (22)?. C’est pour 5/3 < x < 13/5 que
f(x) < 54, donc en particulier pour z = 2, mais le minimum 22 + 33/4/15 = 53,9521126.. ..
est atteint en z = 11/5y/15 = 2,13014. . ..

Exercice 5. Dix-sept personnes dinent chaque samedi soir autour d’une table ronde.
Combien de fois est-il possible d’aller diner si chacun veut avoir deux nouveaux voisins a
chaque fois 7
Quel est le résultat pour dix-huit personnes ?
Remarque : Cet exercice est le méme que l'exercice 1 (les collégiens devaient résoudre le 1, les
lycéens le 5), mais dans un cas moins particulier. La solution proposée ci-dessous est tres générale,
mais difficilement accessible a un lycéen moyen. Cet exercice permettait donc de repérer les éleves les
mieux a méme d’affronter de redoutables problemes olympiques.

Solution : La premiere chose a remarquer est la suivante. On appelle n le nombre de convives
(17 ou 18), et k le nombre de diners; on s’intéresse a un convive en particulier parmi les n.
Sachant qu’il a deux voisins a chaque diner, et qu’il ne doit jamais rencontrer deux fois la
méme personne, il rencontrera donc 2k personnes différentes au total. Or il n’y a que n — 1
personnes qu’il peut rencontrer ; on a donc 2k < n—1, ce qui signifie — dans les deux cas — qu’il
y a au plus 8 diners possibles.

Montrons maintenant qu’il existe effectivement 8 placements tels que deux personnes ne
sont jamais voisines plus d’une fois. On numérote les convives et les places de 0 a n—1 (puisque
la table est ronde, la (n — 1)-ieme place est donc a coté de la 0-ieme), et les placements de 1
a 8.

Pour n = 17, on peut procéder de la fagon suivante : au i-ieme diner, on place la j-iéme
personne & la ij-ieme place modulo 17. (Le schéma complet des placements est présenté un
peu plus bas. De facon moins abstraite, mais plus longue et plus vague, on peut dire que



le premier samedi, on place tous les convives dans 'ordre ; le deuxiéme samedi, on en place
un sur deux; le troisiéme, un sur trois; et ainsi de suite; sachant que quand les numéros
dépassent 17, on « revient a 0 ».) On doit vérifier deux choses.

Vérifions d’abord que c’est un vrai placement. Chaque convive regoit une et une seule
place, car entre 0 et 16, il y a un et un seul nombre congru a un résidu donné modulo 17.
Aucune place n’est occupée par deux convives : en effet, soit j et j/ deux convives qui occupent
la méme place au i-iéme diner. Alors on a ij = ij'(mod17), soit 17|ij—ij’ ou encore 17]i(j—j').
Puisque 17 est premier et que 0 < i < 17, 4 est premier avec 17, donc 17|57 — 5. On a donc
Jj = j'(mod17), c’est-a-dire j = j'. Et comme il y a autant de places que de convives, toutes
les places sont forcément occupées.

Vérifions maintenant que c’est bien une solution du probleme. Puisque la différence entre
les numéros de deux places voisines est congrue a +1 modulo 17, cela signifie qu’au i-iéme
diner, la différence entre les numéros de deux personnes voisines est congrue a i modulo 17.
Or les nombres +1,42, ..., 48 sont tous différents modulo 17 : deux personnes données ne
peuvent donc étre voisins qu’a un seul diner.

On aurait pu aussi présenter explicitement le schéma des placements :

Place 01234567891011121314 1516
ler diner012345678910111213 14 15 16
2¢ diner024681012141613579111315
3e diner0369121514710131625811 14
4e diner 0481216371115261014159 13
5¢ diner051015381316111649142712
6e diner 0612171328143915410165 11
7e diner0714411181551229166 13 3 10
8¢ diner081671561451341231121019

et vérifier que chaque convive apparalt une et une seule fois dans chaque ligne et a des voisins
différents a chaque ligne. Mais une telle solution, bien que moins abstraite, serait beaucoup
plus laborieuse (366 vérifications a faire au total!), et a le défaut d’étre « parachutée » : on
peut voir qu’elle marche, mais on ne comprend pas bien pourquoi elle marche.

Pour n = 18, une solution possible consiste a partir de la disposition précédente, et a
intercaler la nouvelle personne quelque part a chaque fois. Comme on sait déja que les 17
premieres personnes sont bien placées comme il faut, il suffit de faire en sorte que la derniere
personne (qui porte, elle, le numéro 17 : ceci n’est pas une erreur, car on a numéroté a partir
de 0) ait des voisins différents a chaque fois. On peut par exemple la mettre entre 3 et 4 au
premier diner, entre 11 et 13 au deuxiéme, puis entre 2 et 5, entre 10 et 14, entre 1 et 6, entre
9 et 15, entre 0 et 7, et enfin entre 8 et 16 au huitieme diner : chaque nombre entre 0 et 16
apparait bien au plus une fois dans cette liste. La disposition complete est donc la suivante :

Place 012345678910111213141516 17
ler diner01231745678910111213 141516
2¢ diner02468101214161357911171315
3e diner0369121514710131621758 11 14
4de diner 04812163 711152610171415913
S5e diner051015381311761116491427 12
6e diner061217132814391715410165 11
T7e diner017714411181551229166 133 10
8¢ diner0817167156145134123112101 9.




Exercice 6. Soient p et ¢ deux nombres réels tels que 1’équation du second degré 22 +pzr+q = 0
admette deux racines réelles distinctes u et v (u > v). On modifie légerement les coefficients p
et ¢, de moins de 0, 01, et on suppose que I’équation modifiée 22 +p'z+q = 0 (o1 |p'—p| < 0,01
et |¢ —q| < 0,01) admet elle aussi deux racines réelles distinctes, v’ et v’ (v’ > v’). Existe-t-il
de telles valeurs p, q,p’, ¢’ pour lesquelles |u" — u| > 10000 ?

La réponse est oui.

Solution 1 : Supposons que |[p’ — p| < 0,01 et |¢' — ¢q| < 0,01. On a 2ju — /| = |p' —p +
VP2 —4q — /p? —4q¢/|. Comme |p’ — p| < 0,01, pour avoir |u' — u| > 10000, il suffit d’avoir
|\/P2 —4q — \/10’2 —4q'| > 20001 d’apres 'inégalité triangulaire. Posons alors n = p? — 4gq,
P =p+e et ¢ =q+ e de sorte que :

‘\/p2 —4q— \/p’2 —4q’

Pour rendre cette quantité grande, ’idée est de prendre n suffisamment « petit » et p grand.

Par exemple , on fixe p = 10™, ¢, = 1073, e = 1073, On pose alors 1 = 4ey — e% >0
et ¢ = (p? — n)/4. Finalement, on pose p' = p + €1 et ¢’ = q + e3. Vérifions que ces valeurs
conviennent. On a :

‘\/p2 —4q — \/p’2 —4q

Zlﬁ—\/n—l-?]%l%-e%—‘l@

_ ‘ﬁ—¢n+2pel+e%—462

Vi = v/2pel|

> /2pe; — 1 =12 x 101 x 10-3 — 1 > 20001,

ce qui conclut.

Solution 2 : w et v sont racines de 'équation 0 = (z — u)(z — v) = 22

p=—(u+v)et qg=uv.

Il existe une valeur de N, pour laquelle I’équation de racines u = N +1 et v = N — 1,
a savoir 22 — 2Nz + (N2 — 1) = 0, et celle de racines N + 10001,001 et N — 10001 & savoir
22— (2N +0,001)z+ (N2+0,001N — (10001, 001 x 10001)) = 0, ont méme coefficient constant
(il suffit que 0,001 N = 10001 x 10001, 001 — 1, donc que g = 100020010001) tout en vérifiant
p = —(2N +0,001) = p — 0,001

— (u+v)x + uv, donc



